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Resumen

Los sistemas caéticos son dificiles de sincronizar debido la alta sensibilidad en las condiciones ini-
ciales. En la literatura existen diversas propuestas que muestran la factibilidad de sincronizar sistemas
caodticos eligiendo un control apropiado. Dicha eleccidon depende de las caracteristicas del sistema
como la presencia de atractores ocultos. En este trabajo se aborda el problema de la sincronizacién
de sistemas cadticos continuos fraccionarios con atractores ocultos sin puntos de equilibrio mediante
control difuso. Se hipotetiza que realizar la sincronizacion de sistemas cadticos fraccionarios sin pun-
tos de equilibrio con atractores ocultos mediante control difuso es eficaz y robusta respecto a otras
técnicas de control. El objetivo de esta investigacion es sincronizar sistemas cadticos fraccionarios
sin puntos de equilibrio con atractores ocultos a través de técnicas de control difuso basado en un
andlisis de estabilidad. Como avances preliminar, se sincronizaron mediante este control tres sistemas
cadticos de orden entero de manera exitosa. Uno de estos sistemas cuenta con atractores ocultos y, a
nuestro conocimiento, no habia sido sincronizado exitosamente. Los resultados alcanzados muestran
la factibilidad de sincronizar sistemas cadticos con atractores ocultos mediante control difuso donde
fallan otras estrategias de control. En cuanto a la integracién numérica de sistemas fraccionarios, se
seleccion6 un método de integracién numeérica con el que se realizaron tres experimentos. El objetivo
del primer experimento fue familiarizarnos con las rutinas de integracion, mientras que en el segundo
experimento integramos numéricamente un sistema fraccionario cadtico, y en el tercero integramos un
sistema fraccionario cadtico con atractores ocultos. Con estos experimentos se muestra la factibilidad
de que el método numérico seleccionado podria servirnos para integrar sistemas cadticos fraccionarios
con atractores ocultos. Ademds, se integraron numéricamente sistemas cadticos de orden entero con
atractores ocultos con un método numérico basado en polinomios trigonométricos. Las integracio-
nes numéricas fueron exitosas. En conclusién, se proporciona evidencia que el control difuso permite
sincronizar sistemas cadticos con atractores ocultos, que se cuenta con un método numérico que po-
dria integrar sistemas cadticos fraccionarios y que se tiene un método numérico que permite integrar
sistemas cadticos enteros con atractores ocultos. La principal contribucién de este trabajo sera propor-
cionar una metodologia para sincronizar sistemas de orden fraccionario sin puntos de equilibrio con
atractores ocultos mediante control difuso.

Palabras clave: Sistemas cadticos, sistemas fraccionarios, sincronizacion, atractores ocultos, control
difuso.



Abstract

Chaotic systems are difficult to synchronize due to the high sensitivity to initial conditions. Literature
show the feasibility of synchronizing chaotic systems selecting a suitable control. Such choice is in-
fluenced by the features of the chaotic system such as the presence of hidden attractors. This work
will addresses the problem of synchronizing continuous chaotic fractional systems with hidden attrac-
tors without equilibrium points using fuzzy control. It is hypothesized that synchronizing fractional
chaotic systems without equilibrium points with hidden attractors by fuzzy control is efficient and ro-
bust compared to other control approaches. The objective of this research is to synchronize fractional
chaotic systems without equilibrium points with hidden attractors through fuzzy control techniques
based on stability analysis. As preliminary advance, three chaotic systems of integer order were suc-
cessfully synchronized by this control. One of these systems features hidden attractors and, to our
knowledge, it had not been successfully synchronized before. The results achieved show the feasibil-
ity of synchronizing chaotic systems with hidden attractors through fuzzy control where other control
strategies fail. Concerning the numerical integration of fractional systems, a numerical integration
method was selected. Three experiments were executed with this numerical method. The objective of
the first experiment was to familiarize ourselves with the integration routines. In the second experi-
ment we numerically integrated a chaotic fractional system. In the third experiment, we integrated a
chaotic fractional system with hidden attractors. These experiments show the feasibility that the se-
lected numerical method could be used to integrate fractional chaotic systems with hidden attractors.
In addition, chaotic integer order systems with hidden attractors were numerically integrated with a
numerical method based on trigonometric polynomials. All numerical integrations were successful.
In conclusion, evidence is provided that fuzzy control allows chaotic systems to be synchronized with
hidden attractors, that we have a numerical method that could integrate fractional chaotic systems, and
we have a numerical method that allows integer chaotic systems to be integrated with hidden attrac-
tors. The main contribution of this work will be to provide a methodology to synchronize fractional
order systems without equilibrium points with hidden attractors by fuzzy control.

Keywords: Chaotic systems, fractional systems, synchronization, hidden attractors, fuzzy control
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Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas cadticos son sistemas dindmicos no lineales completamente deterministas y altamente
sensibles a las condiciones iniciales. A finales del siglo XIX, Henri Poincaré fue el primero en observar
la existencia de caos al estudiar la estabilidad del sistema solar. Desde entonces importantes avances
se han realizado en la teoria del caos y actualmente sigue siendo estudiada por sus aplicaciones en
control, ingenieria biomédica, comunicacidn segura, optimizacion, cudntica y criptografia, entre otras
(Cavusoglu et al., 2019).

1.1 Motivacion

Los sistemas cadticos pueden ser de tiempo continuo o discreto. Las razones para emplear unos u otros
se justifican por las aplicaciones que éstos tienen. Por ejemplo, en criptografia, se utilizan los sistemas
caodticos discretos de baja dimensién porque permiten que los algoritmos de cifrado realicen un proce-
samiento mds rdpido. Por otro lado, los sistemas cadticos continuos tienen estructuras mds complejas
y, por tanto, las propuestas de disefio basadas en éstos son mds dificiles de descifrar (Ozkaynak, 2018).

Otra clasificacién que se presenta en los sistemas cadticos estd relacionada al orden: pueden ser
de orden entero o fraccionario. Existen diferencias sustanciales entre los sistemas de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias (orden entero) y los correspondientes sistemas de ecuaciones diferenciales de
orden fraccionario. La mayoria de la propiedades o conclusiones de los sistemas de orden entero no
pueden ser simplemente extendidas al caso de los sistemas fraccionarios (Wu et al., 2012), por lo que
su estudio desde el punto de vista tedrico es fundamental. Ademads, el calculo fraccionario proporciona
un extenso abanico de maneras que permiten describir objetos y sistemas reales de forma mds precisa
y adecuada que el célculo de orden entero (Lin and Lee, 2011; Muthukumar et al., 2016; Zhou et al.,
2019a).

A pesar de que el cédlculo fraccionario tiene 300 afios de historia, s6lo en afios recientes los in-
vestigadores se han interesado en sus aplicaciones. Muchos sistemas en campos de estudio como
comunicaciones, fisica, biologia, quimica, meteorologia y economia (Li and Wu, 2019) pueden ser
elegantemente descritos con derivadas fraccionarias. Ademads, reportan que la dindmica de los sis-

temas fraccionarios tiene caracteristicas mds complejas y mayor sensibilidad en los pardmetros del
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Figura 1.1: Taxonomia de los sistemas caéticos. En el recuadro verde se encuentra este trabajo de
investigacion.

sistema comparada con la dindmica de los sistemas enteros (Zhou et al., 2019a). En particular, los
sistemas fraccionarios pueden proporcionar un mayor nimero de pardmetros clave y presentar un me-
jor rendimiento para aplicaciones practicas, como la comunicacién segura y el cifrado de informacion
digital (Zheng Guang-Chao Liu Chong-Xin, 2018; Kingni et al., 2017; Yan et al., 2019a). Con lo

anterior, se muestra la importancia de considerar y analizar sistemas dindmicos de orden fraccionario.

Aparte de las caracteristicas anteriormente mencionadas, los sistemas cadticos también tienen
atractores, los cuales son un conjunto de puntos que reflejan la dindmica del sistema. Los atractores
pueden ser auto-excitados u ocultos. Durante los dltimos afios, gran atencidn se ha puesto en el estudio
de los atractores ocultos debido a la dificultad para encontrarlos, su importancia en problemas tedéricos

y aplicaciones variadas en ingenieria.

Es importante conocer si un sistema tiene atractores ocultos, porque éstos pueden conducir a even-
tos catastréficos que van desde cambios climdticos repentinos o enfermedades graves hasta crisis fi-
nancieras y desastres en dispositivos comerciales (Zelinka, 2016; Dudkowski et al., 2016; Pham et al.,
2017b). Por ejemplo, el accidente del avion YF-22 Boing causado por el cambio repentino del atractor
oculto (Lauvdal et al., 1997; Dudkowski et al., 2016).

Es sabido que cerca de los puntos de equilibrio se presentan atractores (auto-excitados u ocultos),
pero los atractores ocultos se pueden presentar en sistemas con y sin puntos de equilibrio. En con-
secuencia, si el sistema no tiene puntos de equilibrio, encontrar los atractores ocultos del sistema es
mads dificil que si tuviera puntos de equilibrio. Lo que se traduce en una ventaja mds para los sistemas
sin puntos de equilibrio en las aplicaciones pricticas como comunicaciones seguras (Borah and Roy,
2017).

En la figura 1.1 se presenta una taxonomia de los sistemas cadticos, mostrando las clasificaciones

mencionadas anteriormente.
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Figura 1.2: Esquema general de comunicacién segura utilizando sincronizacién cadtica.

1.2 Justificacion

La teoria del caos es ampliamente estudiada por especialistas en el campo de control de caos. Este
campo se puede dividir en dos dreas de investigacion: supresién de caos y sincronizacion de caos. En
las dltimas décadas, la sincronizacién cadtica se ha vuelto objeto de estudio debido a sus aplicaciones
potenciales en disciplinas como reacciones quimicas, convertidores de potencia, aeroespacio, procesa-
miento de sefiales, ldseres fisicos, comunicaciones seguras, sistemas satelitales y sistemas biolégicos
(Zhou and Zhu, 2017; Kumar et al., 2019).

La sincronizacién cadtica consiste en hacer coincidir y converger en la misma trayectoria varios
sistemas caoticos después de un tiempo suficiente (Bendoukha et al., 2019).

La idea general de la sincronizacién cadtica utilizada en comunicaciones seguras es la siguiente.
Primero, el transmisor cifra la informacién mediante un sistema cadtico. Después, la informacién
cifrada es enviada a través de un canal para ser recibida por el receptor. Finalmente, el receptor utiliza
la sincronizacién para recuperar el mensaje original de la informacion cifrada. Un esquema general se

muestra en la figura 1.2.

1.3 Planteamiento del problema

En el escenario donde existe un sistema maestro (o controlador) y un sistema esclavo (o respuesta)
existen diversas propuestas para llevar a cabo la sincronizacién. Entre las cuales se encuentran la
sincronizacién completa, completa inversa, proyectiva, proyectiva generalizada, hibrida proyectiva,
anti-sincronizacion (ver figura 1.3), por mencionar algunas (Zhang et al., 2013; Pham et al., 2018;
Boubellouta et al., 2019). Incluso diferentes tipos de sincronizacién pueden coexistir al sincronizar
dos sistemas (Pham et al., 2018). Entre mas complejo sea el tipo de sincronizacién, mas adecuado es
para su aplicacién en comunicaciones seguras (Zhang et al., 2013).

Para llevar a cabo la sincronizacién cadtica es necesario utilizar alguna técnica de control. En la

figura 1.4 se muestran algunas de las técnicas de control que han sido utilizadas con sistemas de orden
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Figura 1.3: Taxonomia del control de caos. Se muestran los tipos de sincronizacién més utilizados.

entero y fraccionario. Para orden entero estdn el esquema de Pecora-Carroll, el esquema Ott, Grebogi
y Yorke (OGY), el enfoque de control activo, control adaptativo y el control lineal y no lineal, entre
otros (Bendoukha et al., 2019). Mientras que para los sistemas cadticos fraccionarios se ha empleado
el método fraccionario de Lyapunov, la teoria de estabilidad lineal de sistemas fraccionarios, control
deslizante, control adaptativo, control difuso y la teoria de estabilidad de tiempo finito, entre otros
(Ouannas et al., 2018; Wu et al., 2012; Kumar et al., 2019; Muthukumar et al., 2018; Li and Wu,
2019; Boubellouta et al., 2019; Zheng et al., 2019).

Es importante resaltar que el control difuso se encuentra dentro de estas técnicas porque es una
herramienta adecuada que simplifica los anélisis matemaéticos (Zhang et al., 2009) y es utilizada para
aproximar funciones no lineales mediante funciones lineales (Zhou et al., 2019a; Kim et al., 2005).
Entre las propuestas mds recientes se encuentra el aprendizaje compuesto difuso (Boubellouta et al.,
2019; Weng et al., 2019; Zhou et al., 2019b).

Hasta donde sabemos, nula atencién se ha prestado a la sincronizacién de sistemas cadticos frac-

cionarios sin puntos de equilibrio con atractores ocultos mediante control difuso.

En este trabajo se abordara el problema de la sincronizacién de sistemas cadticos continuos de
orden fraccionario con atractores ocultos sin puntos de equilibrio mediante control difuso. Los retos
que se presentan son los siguientes: el primero es contar con un conjunto de sistemas con estas propie-
dades, el segundo es el tipo de sincronizacién del sistema cadtico de orden fraccionario, el tercero es
la eleccién de la definicion de derivada fraccionaria puesto que existen varias y no son equivalentes,

por ultimo, la eleccién de la estrategia numérica para integrar el sistema cadtico fraccionario.

4
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Figura 1.4: Técnicas de control utilizadas para llevar a cabo la sincronizacién cadtica entre sistemas
cadticos enteros o fraccionarios.

1.4 Preguntas de investigacion

(Qué tipo de sincronizacién se beneficia del mayor nimero de las caracteristicas que presentan los
sistemas cadticos fraccionarios con atractores ocultos?

(Cémo encontrar si existe alguna influencia de los atractores ocultos en el disefio del control para
llevar a cabo la sincronizacién cadtica?

(Qué ventajas podria proporcionar la sincronizacién por medio del control difuso respecto a otras

técnicas de sincronizacion?

1.5 Objetivo general

Sincronizar sistemas cadticos de orden fraccionario sin puntos de equilibrio con atractores ocultos a

través de técnicas de control difuso basado en un analisis de estabilidad.

1.5.1 Objetivo particulares

1. Identificar un conjunto de sistemas cadticos continuos de orden fraccionario con atractores ocul-

tos.

2. Investigar los tipos de sincronizacién para seleccionar el més adecuado para aplicaciones de

comunicacién segura.
3. Analizar las definiciones de derivadas de orden fraccionario para seleccionar una.

4. Recopilar los métodos numéricos para integrar sistemas de orden fraccionario para elegir el mas

conveniente.



5. Realizar un andlisis de estabilidad para disefiar el control difuso.
6. Sincronizar los sistemas cadticos seleccionados mediante el control disefiado difuso.

7. Evaluar la sincronizacion realizada.

1.6 Hipoétesis

Realizar la sincronizacién de sistemas cadticos de orden fraccionario sin puntos de equilibrio con
atractores ocultos mediante control difuso es eficaz y robusta respecto a los trabajos que lo hacen con
otras técnicas de control.

Entendiendo por eficaz la capacidad de lograr el efecto que se desea o se espera. En este caso:
lograr la sincronizacién. En cuanto a la robustez, un sistema de control se dice robusto si exhibe el
comportamiento deseado a pesar de la presencia de incertidumbres significativas en el sistema (Dorf
and Bishop, 2005).

1.7 Contribucion

La principal contribucién de este trabajo serd proporcionar una metodologia para sincronizar sistemas
de orden fraccionario sin puntos de equilibrio con atractores ocultos mediante control difuso. Para
lograrlo, se realizard un andlisis estabilidad utilizando alguna de las siguientes teorias: la teoria de

estabilidad de Lyapunov o la fraccionaria.

1.8 Alcances

Es importante mencionar que este trabajo de investigacién estd enfocado principalmente en la sincro-

nizacién de sistemas cadticos fraccionarios y no en las aplicaciones préicticas.



Capitulo 2

Marco teorico

En esta seccién se da una vision general de los conceptos necesarios para el desarrollo de este tra-
bajo. Para empezar, se proporcionan definiciones y conceptos de la teoria del caos y de la derivada
fraccionaria. Asi como los sistemas dindmicos utilizados en las pruebas realizadas en esta investi-
gacién. También se incluye un apartado dedicado a légica difusa y al modelado difuso. Finalmente,
se proporciona una recopilacién de los diferentes tipos de sincronizacién encontrados en la literatura

revisada.

2.1 Caos

El caos es una drea de estudio en el campo de la dindmica no lineal, la cual forma parte de un campo
de estudio mds amplio: los sistemas dindmicos. Un sistema dindmico es aquél que evoluciona en
el tiempo. Los sistemas dindmicos pueden ser estocdsticos, los cuales evolucionan de acuerdo con
algtin proceso aleatorio como lanzar una moneda, o deterministas, en los que el futuro es determinado
unicamente por el pasado de acuerdo con alguna regla o férmula matemaética (Sprott and Sprott, 2003).
Los sistemas cadticos son sistemas dindmicos deterministas.

Puesto que no existe una definicién ampliamente aceptada de caos, desde un punto de vista prac-

tico, Parker and Chua (1989) lo definen como se presenta a continuacion.

Definicion 1 El caos se define como un comportamiento de estado estacionario acotado que no es un
punto de equilibrio, ni periddico y tampoco cuasi periodico.
Otras definiciones ttiles son las que se dan a continuacion.

Definicion 2 Un estado es un punto en la solucion que define completamente al sistema al tiempo t
(Smith, 2007).

Definicion 3 El espacio de fase es el conjunto de todos los posibles estados de un sistema dindmico
(Robinson, 2004).

Los atractores extrafios estdn presentes en los sistemas cadéticos. Un ejemplo de un atractor extrafio
es el mostrado en la grafica 2.1, el cual pertenece al sistema cadtico de Chua. La definicién de un

atractor extrafio se presenta a continuacion.



2
y(t) X (t)

Figura 2.1: Atractor extrafio del sistema cadtico de Chua.

Definicion 4 El objeto geométrico en el espacio de fase hacia donde todas las soluciones cadticas

son atraidas es llamado atractor extraiio. (Parker and Chua, 1989).

Otra caracteristica importante de los sistemas cadticos es la dependencia sensible a las condiciones
iniciales. La cual a veces es utilizada como una condicién suficiente para la presencia de caos, pero
que un sistema tenga esta caracteristica no implica que sea cadtico (Drazin, 1992). En resumen, la
dependencia sensible a las condiciones iniciales es una condicién necesaria pero no suficiente para la

presencia de caos. La definicién de esta caracteristica se da a continuacion.

Definicion 5 Dependencia sensible a las condiciones iniciales: dadas dos condiciones iniciales dis-
tintas, arbitrariamente cercanas entre si, las trayectorias que emanan de estas condiciones iniciales
divergen, a una razon caracteristica del sistema, hasta que, a efectos prdcticos, no estdn correlacio-
nadas, (Parker and Chua, 1989).

En la figura 2.2 se proporciona un ejemplo de dependencia sensible a las condiciones iniciales para
el sistema cadtico de Chua. Las condiciones iniciales son 0.7000 y 0.7001 para la variable de estado
x, lo cual representa una diferencia de 0.01 %. Sin embargo, después de 15s las soluciones comienzan
a divergir.

Ademads, para este trabajo de investigacion, es importante definir a los atractores ocultos.

Definicion 6 Un atractor es llamado auto-excitado si su cuenca de atraccion intersecta con cual-
quier vecindad abierta de un punto de equilibrio inestable. En otro caso es llamado atractor oculto
(Dudkowski et al., 2016).



—x(0) = 0.7000
~--x(0) = 0.7001
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Figura 2.2: La dependencia sensible a las condiciones iniciales se ilustra con dos soluciones de la
variable x(¢) del sistema caético de Chua. Las condiciones iniciales solo difieren al 0.01 %, puesto
que una es 0.7000 y la otra 0.7001. Sin embargo, después de 15s las soluciones comienzan a divergir.

2.2 Derivadas fraccionarias

Hoy en dia existen diversas definiciones para las derivadas e integrales fraccionarias. Por lo que en esta
seccidn se proporcionan las dos definiciones frecuentemente empleadas en estudios de sincronizacién:

la de Caputo y la de Riemann—Liouville.

La derivada fraccionaria de Caputo de orden « de una funcién continua z estd dada por

a1 tal(s)
D x(t)—r(n_a)/a (t—s)a“—”ds’ n—1l<a<n (2.1

donde n € Ny se asume que el lado derecho esté definido en cada punto sobre Rt (Guerrero-Arroyo,
2015; Boubellouta et al., 2019). Ademads, I'(-) es la funcién dada por

I'(P) _/0 tF=te7tdt, con I'(P +1) = PI(P) con P € (0,00),

esta funcidn es generalmente conocida como la funcién gama.
Por otro lado, la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden « de una funcién continua

x : RT — R estd dada por

1 d [* x(s)
Dix(t) = ——— ———d -1 2.2
we(?) 'l -« dt/o (t — s)oti-n 5 N <a<mn (2.2)

donde n € Ny se asume que el lado derecho esté definido en cada punto sobre R* (Guerrero-Arroyo,
2015).



2.3 Sistemas dinamicos utilizados

En la presente seccion se proporcionan las ecuaciones matemdticas que modelan a los sistemas dina-

micos utilizados en las pruebas realizadas en esta investigacion.

2.3.1 Sistema hipercaético de Rossler

T = —y—z
g{ r+aoay+w 2.3)
z = xz+p
w = —0.5z+ 0.05w
donde z, ¥, z, w son variables de estado, «, 8 son parimetros (Zhang et al., 2005).
2.3.2 Sistema caético de Chua
i = aly—z—y())
= r—y+=z 2.4)
= —(By+12)
donde ¢(z) = miz + 4(mo — m1)(|z + 1| — |z — 1]), z,y, = son variables de estado, a, 3, v son

parametros (Kiseleva et al., 2018).

2.3.3 Sistema caotico de Wei

La principal caracteristica de sistema propuesto por (Wei, 2011) es que no tiene puntos de equilibrio:

T = —y
) =  cx+z (2.5)
i = aylzz—d

donde z, y, 2, son variables de estado, a, ¢, d son parametros reales (Wei, 2011).

2.3.4 Sistema caético sin puntos de equilibrio de Sprott A

Otro sistema que no tiene puntos de equilibrio es el dado por (Jafari et al., 2013):

T = Y
;] = —r—2y (2.6)
;= y*—a

donde z, y, 2, son variables de estado y a es un pardmetro real (Jafari et al., 2013).
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2.3.5 Sistema de Azar

El sistema proporcionado por Azar et al. (2017), es un sistema cadtico sin puntos de equilibrio y las

ecuaciones que lo describen son:

T = Y
) = A 2.7
i = —alr|-y+3y*—22-b

donde x, y, z,s0n variables de estado y a, b son pardmetros positivos (Azar et al., 2017).

2.3.6 Sistema cadético con un término exponencial

El sistema caético con un término exponencial proporcionado por Pham et al. (2015) que no tiene

puntos de equilibrio, estd modelado por las siguientes ecuaciones:

& a(y — z)

y = —by+zz+cw (2.8)
z = d—e"

w = —mz

donde x, y, z, w, son variables de estado y a, b, ¢, d # 1, m son parametros positivos (Pham et al.,
2015).

2.3.7 Sistema caético tipo Lorenz

El sistema tipo Lorenz presenta atractores ocultos de acuerdo con (Kuznetsov et al., 2016), y estd dado

por las siguientes ecuaciones :

t = —o(x—y) —ayz
y = T — Y — T2 (2.9)
—bz +xy
donde z, y, z, son variables de estadoy 0 = —ar, r, a son parametros reales (Kuznetsov et al., 2016).

2.3.8 Sistema no lineal de Brusseletor

2.10
D2z = Bx — 2%z ( )

{Do‘lx = A—(B+1x+2°z
donde a1, ap son los 6rdenes de las derivadas fraccionarias y A, B son pardmetros del sistema (Ga-
rrappa, 2018).

Los sistemas fraccionarios se dirdn inconmensurados si a;; # s, en caso contrario son llamados

conmensurados.
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2.3.9 Sistema caotico fraccionario del dinamo

Dry = —pxy+ zo(x3+7),
D%y = —pxo+ z1(x3 —7), (2.11)
DO‘:L'3 = r3 — T1x2,

donde « es el orden de la derivada fraccionaria y p y v son pardmetros del sistema (Boubellouta et al.,
2019; Wang et al., 2009).

2.3.10 Sistema caotico fraccionario con atractores ocultos de Borah

D%y = a(xy — x1)
D%y = —bxo+ mxixs (2.12)
D%3 = c — e¥172

donde « es el orden de la derivada fraccionariay a y b, ¢ y m son parametros del sistema (Borah et al.,
2017).

2.4 Logica difusa

La teoria de conjuntos difusos proporciona herramientas matematicas para llevar a cabo procesos de
razonamiento aproximado cuando la informacién disponible es incierta, incompleta, imprecisa o vaga.
Mediante el concepto de grado de membresia se da una definicién matemadtica de conjuntos difusos.

Los seres humanos realizan actividades que pueden ser clasificadas como control, por ejemplo an-
dar en bicicleta. Estas actividades se aprenden a través de la experiencia, el sentido comun y siguiendo
reglas bdsicas de la forma Si... entonces...: Si la bicicleta se inclina a la derecha, entonces giramos la
rueda hacia la izquierda.

La idea bdsica detrds del control difuso es utilizar reglas basicas de esta forma. Variables lingiiis-
ticas como rapido, lento, grande, mediano y pequefio son traducidas en conjuntos difusos. Versiones
matematicas de las reglas Si... entonces... se forman combinando esos conjuntos difusos.

El primero en presentar el modelado matematico de conceptos difusos fue el profesor Lotfi Zadeh.
En 1965, Zadeh describié matematicamente clases de objetos que no tienen criterios de membresia
con definiciones precisas.

Antes de definir matematicamente un conjunto difuso se presenta la siguiente forma de expresar a
los subconjuntos. Lo cual permite extender la nocién de subconjuntos a subconjuntos difusos.

Un subconjunto A del conjunto X puede ser identificado con una funcién X — {0, 1}, como a

continuacion se muestra:

1 if z€A
A = 2.1
(@) 0 if z¢ A 2.13)

Esta funcion es llamada funcién caracteristica del conjunto A.

Definicion 7 Un subconjunto difuso A del conjunto X es la funcion A : X — |0, 1].
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El valor A(z) es considerado como el grado de membresia de x en A. Esta funcién es llamada
funcion de membresia de A. En el caso especial en que la funcién de membresia sélo toma los
valores 0 y 1, A es llamado subconjunto ordinario de X ( o en inglés crisp subset) y su funcién de
membresia coincide con la funcién caracteristica. El conjunto X es llamado el universo del discurso.

Un subconjunto difuso con frecuencia es simplemente nombrado conjunto difuso.

2.4.1 Modelado difuso

Los modelos dindmicos difusos Takagi-Sugeno (T-S) estan descritos por reglas S/ - ENTONCES y son
utilizados para representar de manera exacta sistemas no lineales en una region de interés.

Una manera de llevar a cabo el modelado difuso de un sistema no lineal es mediante la metodologia
dada por Lian et al. (2001a,b), la cual se explica a continuacién.

Considere el siguiente sistema no lineal:

% = F(x(t)) + g(x(t))ut), (2.14)

donde x € R"™ es el vector de estados, u € RP es el vector de control, f y g son funciones no lineales
con dimensiones apropiadas. Entonces el modelo difuso estd compuesto por las siguientes reglas:
Regla 1:
SIzi(t)es Fiyy ...y z4(t) es Fyy ENTONCES

x = Aix(t) + Byu(t) + b(t), i=1,2,3,...,r 2.15)

donde z1(t)...zy(t) son las variables premisa que consistirfan en variables de estado; F}j; (j =
1,...,g) son conjuntos difusos; r es el ndmero de reglas difusas; A; y B; son matrices del siste-
ma con dimensiones apropiadas; b;(t) denota el término de sesgo (bias), el cual es generado por el
procedimiento del modelado difuso exacto.

Un diagrama general de un sistema l6gico difuso se presenta en la figura 2.3, tomado de (Boube-
llouta et al., 2019). La fusificacion es la traduccién del valor de entrada a valores difusos. El sistema
de inferencias difuso realiza el célculo o la aplicacién de las reglas. Mientras que la desfusificacién
realiza la traduccién a valores crisp. En este caso, utilizando el fusificador singleton, la inferencia
difusa del producto y el defusificador promedio ponderado, las salidas finales de los sistemas difusos

se infieren de la siguiente manera:
X = Z i (2(){ Aix(t) + Biu(t) + b;} (2.16)

donde z(t) = [z1(t) 22(t) ... 2",y pi(2(t)) = wi=(t))/ 3]y wi(x(t)) con wi(z(t)) =
11 Fjilz(t)).
Note que > 7_; p1;(2(t)) = 1 para todas las ¢, donde y;(2(t)) > 0 (i = 1,2,...,7) son las

ponderaciones normalizadas.
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Reglas Difusas

f(x)

X E R"

—  Fusificacion Desfusificacion

Sistema de
inferencias difuso

Figura 2.3: Diagrama general de un sistema légico difuso (Boubellouta et al., 2019).

Ahora, el objetivo es construir un modelo T-S (2.15) que represente exactamente al sistema no
lineal (2.14). La funcién vectorial f(x(t)) + g(x(t))u(t) se expresa como salidas inferidas difusas
Soioq mi(2(0){Aix(t) + Biu(t) + b} en (2.16).

Para construir un modelo T-S difuso es necesario expresar las no linealidades del sistema en salidas
inferidas difusas especificando las funciones de membresia en la premisa (parte SI) y los coeficientes
asociados en la consecuencia (parte ENTONCES). Para este fin, en la metodologia propuesta por Lian
et al. (2001b) se consideran los siguientes casos: 1) términos no lineales que dependen de sola una
variable, y 2) términos no lineales dependientes de multiples variables.

Por simplificacién, el modelado difuso se realiza en la region de la solucién del sistema definida
por Q@ = {x(t) € R™ ||| x(¢) ||< 0}, para algtin § > 0.

Caso 1) Términos no lineales que dependen de sola una variable

Sea f(x;) una funcion no lineal que Gnicamente depende de la variable de estado x;. Permitiendo que

f(x;) adopte la forma ¢(x;)x,, donde x,, se define como

x; st lim / Efl) existe
Ty = r—0 M 2.17)
1 en otro caso

La funcion ¢(z;) depende de la variable x;. Eligiendo a x; como la variable premisa, se tiene que
la representacion difusa festé compuesta por las siguientes reglas.

Regla i:

SI z;(t) es F; ENTONCES

)

= dz, i=1,2,3,...,r (2.18)
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donde F; son conjuntos difusos; d; son coeficientes constantes por determinar y r es el nimero de
reglas difusas.

La salida inferida difusa es escrita como

- 25:1 w; ()

con w;(z;) = Fj(x;) > 0, que debe ser igual a ¢(x;)z,. Suponiendo que >; , w;(x;) = 1, se tiene
que ¢(z;) = Y i, wi(x;)d;, por lo que f(x;) puede ser exactamente representado por un sistema
difuso f(xl) eligiendo adecuadamente F;(x;) y d; en la region (2.

A manera de ejemplo se especifican las funciones de membresia cuando r = 2. Partiendo de que

se satisfacen las siguientes ecuaciones wi + wy = 1y dywy + dowy = ¢(x7) se tiene que

o, 1
T di—dy | dy—d

w1 ¢($l), wo = 1-— w1 .

Los valores de d; y da deben satisfacer que w;(z;) € [0, 1] para todos los x; € Q.

Siseelige ad; = —dy = d endonde d = sup,cq | ¢(x;) |. Entonces

Fi(z) = % <1 + ;) o(x1),

1 1
F =—11—= .
2(21) = 5 ( d> p(x1)
Otra opcidn razonable es elegir a los conjuntos difusos como
1
Fi(z) = —o(x),

d
A@@g:1—$amy

cond; =dydy=0,si¢(x;) >0.
Es importante resaltar que existen otras representaciones para x, ademads de la dada en la ecuacion
(2.17) (Lian et al., 2001b).

Caso 2) Términos no lineales dependientes de miiltiples variables

Sea f(x) una funcién no lineal donde x = [z123 . .. 7,]7 estd conformada por miltiples variables de
estado.
Suponiendo que f(x) puede separarse como f(x) = ¢1(x1)p2(z2) ... ¢n(Tn)zy, donde z, se

define como

x; St lim %};) existe, para algin [ =1,2,...,n.
T, = T€W,1—0 (2.19)

1 en otro caso
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Eligiendo a las variables x; (I = 1,2,...,n) como variables premisas, entonces la i-ésima regla
del sistema difuso estd dada por Regla 1:
Slzi(t)es Fi;y ...y zn(t) es F,y ENTONCES

f=dixy, i=1,2,3,....r (2.20)

donde Fj; (I = 1,2,...,n) son conjuntos difusos; fes la representacion difusa de f(x) y d; son
coeficientes constantes por determinar.

La salida final del sistema difuso es inferida por

> iy wi(x)ds "
> ie1 Wilx) !

donde w;(x) =[]}y Fii(z1), Fi(x;) es el grado de membresia de x; en el conjunto difuso ;.

flx) =

Las funciones de membresia de x; y los coeficientes d; se eligen tal que Fj;(z;) € [0,1], > 1, wi(x) =
Ly ¢1(21)d2(w2) - - dn(an) = 30 wi(x)d;.

A continuacién, se ejemplifica el caso 2), proporcionando las funciones de membresia cuando r=4.

Sea f(x;,x)) una funcién no lineal que puede expresarse como ¢(x;)@(xy)x,. Los arreglos de
los conjuntos difusos de las variables x; y xy son {F, FP} y {F2, F?}, respectivamente. Los cuales
satisfacen que F*(z;) + FP(w) = 1y F&(wg) + FP(xg) = 1.

Si las reglas difusas se eligen tal que Fjy = Fj3 = F'y Fjs = Fjy = Flb, Fyp1 = Fyo = F{
Fi3 = Fiy = F,f, ydy = —dy = —d3 = dy = d,;dy, se tiene que

() =4 (1+%0), Fp) =1-F(x)
Fe(a) =5 (1+24) Fi(a) =1- Ff(a),

donde d; y dy; son cotas superiores de | ¢; | y | ¢k |, respectivamente. En consecuencia, una represen-
tacion difusa exacta en la region 2 es obtenida.

Similar al caso 1), la representacion para x; no es unica (Lian et al., 2001b).

2.5 Propiedades de matrices

A continuacidn, se proporcionan algunas propiedades matriciales importantes para el desarrollo de
esta investigacion.

Sea Q € R™*" simétrica (Q = QT), y \; coni = 1,...,n los valores propios de @, entonces
(Marquez, 2003)

1. Q > 0: Q es definida positiva si y solo si 27 Qz > 0,V #0< X\ > 0,Vi=1,...,n.

2. Q < 0: Q es definida negativa si y solosi 27Qz < 0,Va 0= X\, <0,Vi=1,...,n.
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2.6 Tipos de sincronizacion

En esta seccion se recopilan diferentes tipos de sincronizacién encontrados en la literatura revisada,
los cuales se clasifican con respecto a la definicion del error.

Para este fin, sea Dx el sistema maestro y D (x+u) donde x = [x1, X2, ... %]y X = [T1, T2, ... Tm)
son vectores de estado y u = [u1,ug, .. ., un] es el control.

Sincronizacion completa o idéntica (C) Si el error del sistema es definido como
e1 =1 — I1
entonces 1 y 1 estdn completamente sincronizadas (Pham et al., 2018).
Sincronizacion inversa completa (IC) Si el error del sistema es definido como
€1 =1 — 51
entonces x; y T estan sincronizadas de manera inversa completa (Pham et al., 2018).
Anti-sincronizacién (AS) Si el error se define de la siguiente manera
ey = xo + To
entonces xz y T2 estdn anti-sincronizadas (Pham et al., 2018).
Sincronizacion anti-fase (AF) Si el error se define de la siguiente manera
ez = w3 — (—T2)
entonces xo y To estan sincronizadas anti-fase (Ouannas et al., 2018).
Sincronizacion generalizada (G) Si el error se define como
ei =3; — (¢i(x)) para i=1,...,n

suponiendo que n = my ¢; : R” — R son funciones diferenciables, entonces T; y x; estan
sincronizadas de manera generalizada (Ouannas et al., 2017b; Muthukumar et al., 2018).

Sincronizacion inversa generalizada (IG) Si el error se define como
ei =1;(X) —x; para i=1,...,n

suponiendo que n = m y ¥; : R™ — R son funciones diferenciables, entonces T; y x; estan
sincronizadas de manera inversa generalizada (Ouannas et al., 2017b).

Sincronizacion generalizada proyectiva (GP) Si el error se define de la siguiente manera
€ = Tj — \ill

donde \; es un factor escalar, entonces T; y x; estdn sincronizadas de manera generalizada
proyectiva (Boubellouta et al., 2019).
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Sincronizacion 6 (S-6) Si el error se define
e=X-—X

y se cumple que lim;_, ||e(t)|| > J para algin § > 0, entonces se dice que los sistemas estdn
0-sincronizados (Zhou and Zhu, 2017).

Sincronizacion proyectiva (P) Si el error se define de la siguiente manera
€3 = :ig — /\ZL‘3

donde A es un factor escalar, entonces I3 y x3 estdn sincronizadas proyectivamente (Pham et al.,
2018).

Sincronizacion proyectiva hibrida de estados completos (PHEC) Si el error se define como
es = &4 — (1 + 2w + 3,3)

donde n = 3 y m = 4, entonces T, estd sincronizada de manera proyectiva hibrida de estados
completos con x (Pham et al., 2018).

Sincronizacién inversa proyectiva hibrida de estados completos IPHEC) Si el error se define co-
mo
€3 = T3 — (2.%1 + 322 + 423 + 5:2’4)

donde n = 3 y m = 4, entonces x3 estd sincronizada de manera inversa proyectiva hibrida de
estados completos con x (Pham et al., 2018).

Sincronizacion combinada (CMB) Para esta sincronizacion se consideran los siguientes sistemas:
Dx como el primer sistema maestro, Dy como el segundo sistema maestro, D(z + u) como
el sistema esclavo, donde x = [x1,Z2,...Zn), Y = [Y1,Y2,---YUn] ¥ Z = [21, 22,...2y] sOn
vectores de estado y u = [u,ug, ..., uy] es el control. Si existen tres matrices constantes (),
W, E € R"y E # 0 que cumplen que

lim [|@x + Wy — Ez| =0,
t—o0

entonces se tiene la sincronizacién combinada entre x, y y z (Wang et al., 2019b).

2.7 Teoria de estabilidad

Se dice que un sistema dindmico es estable (en el sentido de Lyapunov) si para cada pequeio ¢ >
0, existe un 0 > 0 tal que cada soluciéon f(¢) con condiciones iniciales en una distancia menor a
0, [ f(to) — fe(to)|| < o permanece dentro de la distancia ¢, || f(t) — fe(t)|| < € para cualquier
t > tg. Notese que esta definiciéon depende de funcién de distancia usada. La teoria de estabilidad
se ocupa del estudio de la estabilidad de las soluciones de ecuaciones diferenciales y trayectorias
de sistemas dinamicos bajo perturbaciones de las condiciones iniciales. En consecuencia, la teoria
de estabilidad permite ver la convergencia del error, lo que se traduce en realizar satisfactoriamente
la sincronizacién. La estabilidad puede estudiarse bajo diferentes aproximaciones. A continuacion,
revisamos brevemente la teoria de estabilidad lineal y la teoria de estabilidad de Lyapunov que son las
relevantes para este trabajo. Otras aproximaciones, que no discutimos aqui por ejemplo incluyen teorfa
de estabilidad no-lineal auténoma o los métodos de Routh-Hurwicz entre otros (Shinners, 1978).
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Figura 2.4: Diagrama de bloques del sistema de control en lazo cerrado con u = —Kx (Ogata, 2010).
2.7.1 Teoria de estabilidad lineal
Considere el siguiente sistema
x = Ax+Bu (2.21)

y = Cx+ Du

donde x es el vector de estado (vector de dimension n); y es la sefial de salida (escalar); u es la sefial
de control (escalar); A es una matriz de coeficientes constantes n x n; B es una matriz de coeficientes
constantes n X 1; C es una matriz de coeficientes constantes 1 x n; D es una constante (escalar).

La sefial de control es seleccionada como
u = —Kx. (2.22)

La matriz K de dimension 1 X n es conocida como matriz de ganancia de realimentacion de estado. En
este escenario, se supone que todas las variables de estado estdn disponibles para su realimentacién.

En la figura 2.4 se muestra un diagrama de bloques del sistema. Este sistema estd en lazo cerrado
y no tiene entradas. El objetivo del sistema es mantener la salida a cero debido a que pueden existir
perturbaciones que desviardn la salida.

Al sustituir la ecuacion del control (2.22) en el sistema (2.21) se obtiene
x = (A — BK)x(t). (2.23)
Luego, de la teoria de ecuaciones diferenciales se sabe que la solucién de esta ecuacidn estd dada por
x(t) = A BKIx(t)x(0) (2.24)

donde x(0) es el estado inicial.

De acuerdo con Ogata (2010), la estabilidad y las caracteristicas de respuesta transitoria se deter-
minan mediante los valores caracteristicos de la matriz A —BK. Al elegir la matriz K adecuadamente,
la matriz A — BK se convierte en una matriz asintGticamente estable y para todos los x(0) # 0 es
posible hacer que x(t) tienda a O conforme ¢ tiende a infinito. Si los valores propios de la matriz
A — BK tienen parte real negativa, entonces x(¢) tiende a 0 cuando ¢ tiende a infinito.
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2.7.2 Teoria de estabilidad de Lyapunov

Para comprender la teorfa de estabilidad de Lyapunov es necesario entender el Segundo método de
Lyapunov. El cual es una generalizacion de dos principios fisicos: (i) una posicion en reposo es estable
si su energia potencial es un minimo local, de lo contrario es inestable y (ii) la energia total es constante
durante cualquier movimiento (Boyce and DiPrima, 2001).

De forma general, se considera el siguiente sistema

dx/dt = F(x,y) dy/dt = G(z,y) (2.25)

y se supone que el punto z = 0, y = 0 es un punto critico asintéticamente estable. Entonces, existe
algin dominio D que contiene al punto (0, 0) tal que cada trayectoria que empieza en D debe acercarse
al origen cuando t — oo.

Supongamos que existe una funcién de energia V, tal que V' > 0 para (z,y) € D con V = 0
s6lo en el origen. La funcién V es llamada funcién de Lyapunov. Dado que cada trayectoria en
D se aproxima al origen cuando ¢ — oo, entonces siguiendo cualquier trayectoria, V' disminuye a
cero cuando ¢t se aproxima a infinito. El resultado importante es el siguiente: Si en cada trayectoria
V' disminuye a cero a medida que ¢ aumenta, entonces las trayectorias se acercan al origen cuando ¢
tiende a infinito, y por lo tanto el origen es asintticamente estable.

Los siguientes conceptos son ttiles al emplear la teorfa de estabilidad de Lyapunov.

Definicion 8 Sea V' una funcion definida en algiin dominio D que contenga al origen. Entonces se
dice que V es definida positiva en D s5i V(0,0) = 0y V(x,y) > 0 para los otros puntos de D.

Definicion 9 De manera andloga a la definicion 8, se dice que V es definida negativa en D si
V(0,0) =0y V(z,y) < 0 para los otros puntos en D.

Si las desigualdades > y < son reemplazadas por > y <, entonces V se dice semidefinida positiva
y semidefinida negativa, respectivamente.
Considere también la funcién

donde F'y G son las mismas funciones de las ecuaciones (2.25). V(x, y) puede describir la tasa de
cambio a lo largo de la trayectoria del sistema (2.25) que pasa por el punto (x, y). Esto es, si x = ¢(t),
y = 1 (t) son una solucién del sistema (2.25), entonces

WIWLOL _ v 160, wen ™2 1 vy (), w0 220 @)
= (Valz,9)F(z,y) + Vy(2,9)G(z,y) (2.28)
- V. (2.29)

La funcién V es algunas veces llamada como la derivada de V' con respecto al sistema (2.25).
A continuacién se enuncian dos teoremas de Lyapunov, el primero tiene que ver con la estabilidad
y el segundo con la inestabilidad.

Teorema 1 (Boyce and DiPrima, 2001) Considere que el sistema autonomo (2.25) tiene un punto
critico aislado en el origen. Si existe una funcion V' continua con las primeras derivadas parciales
continuas y definida positiva. Para el cual la funcion V dada por la ecuacion (2.26) es definida
negativa en algiin dominio D del plano x — y que incluye el punto (0,0). Entonces, el origen es un
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punto critico asintéticamente estable. Si V' es semidefinida negativa, entonces el origen es un punto
critico estable.

Teorema 2 (Boyce and DiPrima, 2001) Sea el origen un punto critico aislado del sistema auténomo
(2.25). Sea V una funcion continua con las primeras derivadas parciales continuas. Suponga que
V(0,0) = 0y que en cualquier vecindad del origen existe al menos un punto en el cual V' es positiva
(negativa). Si existe un dominio D que contiene al origen tal que la funcion V dada por la ecuacion
(2.26) es definida positiva (definida negativa) en D, entonces el origen es un punto critico inestable.

Las pruebas a los teoremas 1y 2 se pueden encontrar en (Vidyasagar, 1993).

Utilizar los teoremas 1 y 2 es dificil porque no indican cémo construir la funcién de Lyapunov,
suponiendo que exista. Si el sistema auténomo (2.25) representa un problema fisico, es natural con-
siderar primero la funcién de energia total real del sistema como una posible funcién de Lyapunov.
Sin embargo, los teoremas 1 y 2 son aplicables en casos en los que el concepto de energia fisica no es
pertinente. En tales casos, puede ser necesario un enfoque de prueba y error.

Un resultado algebraico que algunas veces es til en la construccién funciones definidas positivas
o negativas estd dado por el siguiente teorema.

Teorema 3 (Boyce and DiPrima, 2001) La funcion

V(z,y) = ax® + bry + cy? (2.30)
es definida positiva, si y solo si
a>0 y dac —b* >0 (2.31)
y es definida negativa, siy solo si
a<0 y 4ac —b* > 0. (2.32)

A continuacién se describe mediante un ejemplo el uso del teorema 3.
El punto (0, 0) del sistema auténomo

dr/dt = —x — zy?, dy/dt = —y — x%y (2.33)

es asintOticamente estable.
Al construir la funcién de Lyapunov de la forma (2.30), se tiene que V,(x,y) = 2ax + by y
Vy(z,y) = bz 4 2cy, por lo que

V(z,y) = (2az+by)(—z —zy?) + (bz + 2cy)(—y — z°y)
= —[2a(2® + 2%y?) + b(2zy + 2y® + 2y) + 2c(y? + 27y?)).

Siseeligen b = 0,y a y c como nimeros positivos, entonces V es definida negativay V es definida
positiva por el teorema 3. Entonces, por el teorema 1, es un punto critico asintéticamente estable.
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Capitulo 3

Estado del arte

En esta seccidén se presenta una revision de la literatura que cubre los principales aspectos de esta
investigacion. Para empezar, hacemos un andlisis de las técnicas de sincronizacion aplicadas a sistemas
cadticos fraccionarios. Posteriormente, el andlisis se vuelve mds especifico, puesto que revisamos

trabajos relacionados con sincronizacién de sistemas fraccionarios con atractores ocultos.

3.1 Técnicas de sincronizacion

Diversas técnicas de control se han utilizado para llevar a cabo la sincronizacion entre dos siste-
mas fraccionarios cadticos. A continuacién, se presentan algunas técnicas recientemente utilizadas de
acuerdo al tipo de control, método o leyes empleadas y se proporciona una breve descripcién de cada
una. En la figura 3.1 presentamos una taxonomia de las técnicas de sincronizacion revisadas.

Las funciones de Lyapunov han sido utilizadas para el disefio del control. Estas deben satisfacer
la condicién de Lyapunov (Nguyen, 2018) para lograr la sincronizacién. El principal reto en este tipo
de enfoque es encontrar las funciones de Lyapunov que satisfagan la condicién exigida. Este control
se ha empleado para sincronizar de forma completa, inversa completa, anti-sincronizacion, inversa
proyectiva hibrida completa y anti-fase (Ouannas et al., 2018; Pham et al., 2018; Ouannas et al., 2019;
Zhang et al., 2019; Kumar et al., 2019).

Otro enfoque ampliamente utilizado estd basado en la teoria de estabilidad lineal de sistemas frac-
cionarios. Esta teoria es una extension de la teoria cldsica de estabilidad lineal (Matignon, 1996). Este
control ha sido utilizado en sincronizacién completa, proyectiva hibrida completa, inversa proyecti-
va hibrida completa, generalizada y S-§ (Wu et al., 2012; Borah et al., 2017; Borah and Roy, 2017;
Ouannas et al., 2017a; Zhou and Zhu, 2017; Pham et al., 2018; Ouannas et al., 2019).

Recientemente, han sido publicados trabajos que apuestan por el control en modo deslizante (Mut-
hukumar et al., 2018; Kumar et al., 2019), éste es un método de control no lineal. Esencialmente con-
siste en llevar los estados del sistema sobre una superficie particular en espacio de estados y forzarlos a
evolucionar sobre ésta. Tal superficie se denomina superficie deslizante. El comportamiento dindmico
del sistema en estas condiciones queda determinado por las ecuaciones que definen dicha superficie

en el espacio de estados (Kumar et al., 2019). Sin embargo, elegir la superficie deslizante para siste-
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Técnicas de sincronizacion

Puras Hibridas

Funciones de Lyapunov Transformada de Laplace y
Teo. de estabilidad lineal de

sistemas fraccionarios

Teo. de estabilidad lineal de
sistemas fraccionarios

Control difuso y control en
Control en modo deslizante modo deslizante

Control adaptativo Control difuso adaptativo

Control difuso

Teo. de estabilidad de tiempo
finito

Figura 3.1: Taxonomia de las técnicas de sincronizacién. En este trabajo, la palabra puras se refiere
a la utilizacién de una unica técnica, mientras que hibridas se refiere a la combinacién de técnicas
puras.

mas de orden fraccional es una tarea complicada (Boubellouta et al., 2019). Este tipo control ha sido
utilizado en sincronizacidén completa y robusta generalizada (Muthukumar et al., 2018; Kumar et al.,
2019).

El control adaptativo también ha tomado un lugar (Li and Wu, 2019). Este tiene la capacidad de
ajustarse para manejar las incertidumbres del modelo. En Li and Wu (2019) trabajaron con el supuesto
de tener perturbaciones externas desconocidas y tnicamente realizaron sincronizacién completa (Li
and Wu, 2019).

Otra propuesta opta por el control difuso, que ha demostrado ser una estrategia de control efec-
tiva, robusta y puede trabajar con parametros inciertos (Wang et al., 2015, 2016; Aguiar et al., 2016;
Muthukumar et al., 2016). Basados en la generalizaciéon del modelo difuso de Takagi-Sugeno, Wang
et al. (2015) proporcionan una condicién de estabilidad para sincronizar sistemas fraccionarios caé-
ticos. Este control se ha utilizado para sincronizacién completa, anti-sincronizacién, generalizada y
proyectiva generalizada (Wang et al., 2015, 2016; Aguiar et al., 2016; Muthukumar et al., 2016).

La teoria de estabilidad de tiempo finito para sistemas de orden fraccionario fue propuesta por
(Zhao Ling-Dong Hu Jian-Bing, 2011), los estudios que optan por este enfoque utilizan un teorema
de estabilidad de tiempo finito para estabilizar el error de la sincronizacién completa y combinada en
un tiempo finito (Wang et al., 2019b; Fang et al., 2019; Yan et al., 2019b; Zheng et al., 2019).

También, se encontraron trabajos que combinan algunos de los controles anteriormente mencio-
nados. En este trabajo les llamaremos controles hibridos.

Uno de estos controles hibridos combina la transformada de Laplace con la teoria de estabilidad

lineal de sistemas fraccionarios. Esta propuesta consiste en aplicar la transformada de Laplace al sis-
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tema esclavo, realizar algunas operaciones y después aplicar la transformada inversa de Laplace. Al
final de estas transformaciones derivan el control a través de la teoria de estabilidad lineal de siste-
mas fraccionarios. Este control ha sido utilizado para realizar sincronizacién completa, generalizada e
inversa generalizada (Ouannas et al., 2017b; Deng and Li, 2005).

Otros estudios optan por la combinacién de las funciones de Lyapunov y la teorfa de estabilidad
lineal de sistemas fraccionarios (Pham et al., 2018; Ouannas et al., 2019). Con este control hibrido han
logrado sincronizacién completa, inversa completa, anti-sincronizacién, proyectiva hibrida de estados
completos e inversa proyectiva hibrida de estados completos (Pham et al., 2018; Ouannas et al., 2019).

Otro estudio propone un control hibrido cuya novedad consiste en combinar un control difuso con
un control en modo deslizante adaptativo. Su objetivo es eliminar las dificultades que se presentan al
utilizar dnicamente el control por modo deslizante. Ademds, trabajan con sistemas que tienen pertur-
baciones externas. Sincronizaron de forma completa, proyectiva generalizada y proyectiva anti-fase
(Boubellouta et al., 2019).

Una propuesta mds es utilizar la teorfa de estabilidad lineal fraccionaria junto con un control difuso
adaptativo (Zhou et al., 2019b). Este estudio proporciona un sistema generalizado difuso T-S que
puede aproximar uniformemente cualquier funcién continua en un conjunto compacto con precision
aleatoria utilizando el teorema de Stone-Weierstrass. Este control hibrido fue aplicado con éxito a
sistemas fraccionarios cadticos con perturbaciones externas y entradas saturadas sincronizando de

manera generalizada proyectiva (Zhou et al., 2019b).
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En la tabla 3.1 resumimos los tipos de control y los estudios revisados. Mientras que en la tabla
3.2 recopilamos los tipos de sincronizacién utilizada en cada estudio. Finalmente, en la tabla 3.3
proporcionamos las caracteristicas de los sistemas sincronizados por cada trabajo de investigacion.

En los estudios revisados, el tipo de sincronizacién mds utilizado es la completa (ver tabla 3.2), y
los sistemas mayormente utilizados fueron los idénticos conmensurados (ver tabla 3.3).

Por otro lado, los tiempos empleados para la sincronizacién en cada uno de los estudios revisa-
dos se reportan en la tabla 3.4. En las primeras dos columnas se reportan el afio y autor(es) de los
trabajos; en la tercera y cuarta columnas se reportan los sistemas caéticos que fueron empleados co-
mo maestro y esclavo, respectivamente; en la quinta columna el tiempo utilizado para llevar a cabo
las sincronizaciones, el tiempo estd dado en unidades de tiempo (ut): segundos (s) cuando lo indican
explicitamente. En la sexta columna el nimero de iteraciones utilizadas para llevar a cabo la sincro-
nizacién; en la séptima columna la técnica de control y finalmente en la octava columna el tipo de
sincronizacion.

De acuerdo con los tiempos reportados en la tabla 3.4, encontramos que no existe uniformidad
en las unidades de tiempo reportadas (algunos no indican las unidades de tiempo utilizadas de forma
explicita: segundos, minutos, horas, etc), por esa razén se decidié incluir el nimero de iteraciones pero
no todos los trabajos las incluian.

Al centrarnos en los trabajos que utilizaron segundos para medir el tiempo de sincronizacién, el
rango de tiempo se encuentra entre 1s y 10s. Las técnicas de sincronizacién que reportan los tiempos

mads cortos (1s) son: control difuso, teoria de estabilidad de tiempo finito, y control difuso adaptativo.
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Estudio C IC AS AF G IG GP S P PHEC IPHEC CMB

Puros

2012 Wu et al. v

2015 Wang et al. v

2016 Aguiar et al. v

2016 Muthukumar et al. v

2017 Borah et al. v

2017 Borah and Roy v

2017a  Ouannas et al. v v
2017a  Pham et al. v

2017 Zhou and Zhu v

2018 Muthukumar et al. v

2018 Ouannas et al. v v v
2019 Fang et al. v

2019 Kumar et al. v

2019 Li and Wu v

2019b  Wang et al. v

2019b  Yanetal. v
2019 Zhang et al. v
2019 Zheng et al. v
Hibridos
2017b  Ouannas et al. v
2018 Pham et al. v v v v v
2019 Boubellouta et al. v v
2019 Ouannas et al. v
2019b  Zhou et al. v

Tabla 3.2: Relacién de los estudios de acuerdo al tipos de sincronizacién utilizada, definidas en la
seccién 2.6.
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Estudio Idénticos Diferentes Conmens. No Atractor
conmens. oculto
Puros
2012 Wu et al. v v
2015 Wang et al. v v
2016  Aguiar et al. v v
2016 Muthukumar et al. v v v
2017 Borah et al. v v v
2017 Borah and Roy v v v
2017a  Ouannas et al. v v
2017a  Pham et al. v v v
2017 Zhou and Zhu v v
2018 Muthukumar et al. v v
2018 Ouannas et al. v v v
2019  Fangetal. v v v
2019 Kumar et al. v v
2019 Li and Wu v v
2019b  Wang et al. v v v
2019b  Yanet al. v v v
2019  Zhang et al. v v
2019 Zheng et al. v v v
Hibridos
2017b  Ouannas et al. v v
2018 Pham et al. v v v
2019 Boubellouta et al. v v v v
2019 Ouannas et al. v v v
2019b  Zhou et al. v v

Tabla 3.3: Caracteristicas de los sistemas sincronizados
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Estudio Caracteristicas de los sistemas

Ao Autor Con puntos de equilibrio  Sin puntos de equilibrio
2017 Borah et al. v

2017 Borah and Roy v
2017a Pham et al. v
2018 Pham et al. v
2019 Fang et al. v
2019b Wang et al. v v
2019b Yan et al. v

2019 Zheng et al. v

Tabla 3.5: Estudios de sincronizacién de sistemas con atractores ocultos.

3.1.1 Sistemas fraccionarios con atractores ocultos

En esta secciéon nos enfocamos en los trabajos que realizan la sincronizacion de sistemas cadticos
fraccionarios con atractores ocultos. Antes de ahondar en los trabajos que sincronizan sistemas frac-
cionarios con atractores ocultos, es importante sefialar que la existencia de oscilaciones ocultas y una
eleccién inadecuada del control puede conducir a no lograr la sincronizacién (Kuznetsov et al., 2016).
En la literatura, encontramos los siguientes trabajos que seleccionaron adecuadamente el control para
logar sincronizaciones exitosas de sistemas fraccionarios con atractores ocultos.

El primer estudio que encontramos realiza la sincronizacién completa de dos sistemas idénticos
con atractores ocultos. El control utilizado estd basado en la teoria de estabilidad fraccionaria. Los
sistemas sincronizados tienen puntos de equilibrio, lo que favorece la localizacién de los atractores
ocultos (Borah et al., 2017) .

Otros trabajos de investigacion también realizan la sincronizacién completa de sistemas idénticos
con atractores ocultos pero sin puntos de equilibrio. El control que utilizan estd basado en la teoria de
estabilidad fraccionaria (Borah and Roy, 2017; Pham et al., 2017a).

El siguiente estudio combina la teoria de estabilidad fraccionaria y las funciones de Lyapunov para
sincronizar dos sistemas distintos. Estos sistemas tienen atractores ocultos sin puntos de equilibrio.
Los tipos de sincronizacién realizada son: completa, inversa completa, anti-sincronizacién, proyectiva
hibrida completa e inversa proyectiva hibrida completa (Pham et al., 2018).

Los trabajos mds recientes utilizan la teoria de estabilidad de tiempo finito para sistemas fraccio-
narios. La mayoria realiza sincronizacién completa (Fang et al., 2019; Yan et al., 2019b; Zheng et al.,
2019) mientras que solo uno sincroniza de forma combinada (Wang et al., 2019b). Con respecto a
los puntos de equilibrio, un estudio utiliza sistemas fraccionarios con puntos de equilibrio (Yan et al.,
2019b), otros dos estudios trabajan con sistemas sin puntos de equilibrio (Fang et al., 2019; Zheng
et al., 2019) y otro mds con un sistema que presenta ambos casos (Wang et al., 2019b).

Dado que estos trabajos fueron mencionados en la seccién anterior. A continuacién mostramos
una tabla 3.5 que resalta las caracteristicas de los sistemas sincronizados que tienen que ver con los

atractores ocultos.
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De la revision de la literatura, se concluye que utilizar el control difuso puede ser una eleccién
apropiada para sincronizar sistemas cadticos fraccionarios con atractores ocultos. Puesto que no se ha
realizado la sincronizacién de sistemas fraccionarios con atractores ocultos mediante control difuso
se tiene una oportunidad de investigacién. Asimismo, en cuanto a la forma de sincronizar es necesario
investigar otras opciones como la generalizada o la generalizada proyectiva, las cuales no se han

utilizado con este tipo de sistemas fraccionarios.

3.2 Evolucion del control difuso en la sincronizacion de sistemas caoti-
cos

En esta seccién nos enfocamos en estudios que realizan sincronizacién de sistemas fraccionarios me-
diante control difuso con algunas variantes.

En Ia literatura revisada encontramos las siguientes variantes del control difuso:
1. Control difuso adaptativo

2. Control difuso compensativo

3. Control difuso con desigualdades matriciales lineales

4. Control difuso predictivo

5. Control difuso de aprendizaje compuesto

La primera propuesta y la mds utilizada es el control difuso adaptativo. Fue aplicado a sistemas
fraccionarios de orden incierto con retrasos en el tiempo, perturbaciones externas desconocidas e
incluso con modelos desconocidos. Los tipos de sincronizacién conseguidos con este control son:
completa, generalizada proyectiva y proyectiva (Lin and Lee, 2011; Boulkroune et al., 2016; Liu
et al., 2017; Boubellouta et al., 2019; Zhou et al., 2019a). El control difuso adaptativo fue utilizado
para estimar en linea los modelos de los sistemas cadticos cuando son desconocidos (Boulkroune et al.,
2016; Liu et al., 2017) o para aproximar funciones de las perturbaciones externas (Boubellouta et al.,
2019). Estos estudios realizaron analisis de estabilidad mediante el método fraccinal de Lyapunov (Lin
and Lee, 2011; Liu et al., 2017; Zhou et al., 2019a; Boubellouta et al., 2019) o a través de algunas
propiedades de la derivada de Caputo (Boulkroune et al., 2016)

Otra propuesta es el control difuso compensativo, el cual combina un control difuso y un con-
trol compensativo basados en la teoria de estabilidad fraccional. Este estudio trabaja con sistemas de
orden entero y fraccionario con pardmetros estocdsticos y realizan sincronizaciéon completa y anti-
sincronizacién (Chen et al., 2013).

El control difuso mediante desigualdades matriciales lineales es otra propuesta. Basados en el
modelo difuso de Takagi-Sugeno generalizado, proporcionan una condicién de estabilidad eficiente

para la sincronizacién completa y anti-sincronizacién (Wang et al., 2015).
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Estudio Control

Afio  Autor Variante
2011 Lin and Lee Control difuso adaptativo en modo deslizante
2013  Chen et al. Control difuso compensativo

Control difuso con desigualdades matriciales

2015  Wanget al. lineales

2016  Boulkroune et al. ~ Control difuso adaptativo
2016  Muthukumar et al. Control difuso predictivo

2017 Liuetal. Control difuso adaptativo

2019  Boubelloutaetal.  Control difuso adaptativo en modo deslizante
2019b  Zhou et al. Control difuso adaptativo

2019a  Zhou et al. Control difuso de aprendizaje compuesto

Tabla 3.6: Evolucién temporal de los controles difusos en sistemas fraccionarios cadticos

El control difuso predictivo fue propuesto para solucionar el problema de la estabilizacién del
modelo difuso de orden fraccionario en diferentes puntos de equilibrio, encontrando las condiciones
necesarias y suficientes para garantizar la estabilidad del sistema de control predictivo difuso T-S de
orden fraccionario. Con este control sincronizan de manera completa (Muthukumar et al., 2016).

Por su parte, el control difuso de aprendizaje compuesto fue propuesto para estimar los parametros
de sistemas fraccionarios con pardmetros inciertos. Ademads, trabajaron con sistemas no conmensura-
dos y sincronizacién proyectiva (Zhou et al., 2019b).

De acuerdo con la revision de la literatura realizada, el control difuso adaptativo es la variante de
control difuso més utilizado (ver tabla 3.6). Ademads, las variantes de control difuso se han empleado
principalmente para sincronizar sistemas fraccionarios de orden incierto, con modelos desconocidos
y con perturbaciones desconocidas.

Las variantes del control difuso han trabajado con cuatro tipos de sincronizacion: completa, anti-
sincronizacién, generalizada proyectiva y proyectiva. Sin embargo, la sincronizacién completa es la
mds empleada (ver la grafica de barras de la figura 3.2).

Y como mencionamos anteriormente, ningin estudio de control difuso ha sincronizado sistemas

fraccionarios con atractores ocultos (ver tabla 3.7).

3.3 Sumario

A pesar de que la sincronizaciéon completa no es la mas adecuada para aplicaciones de comunica-
cién segura, la mayoria de los estudios revisados la emplean. Es importante trabajar otros tipos de
sincronizacién como la proyectiva, generalizada proyectiva o la combinada. Investigar las ventajas y
desventajas que éstas presentan con respecto a la sincronizacién completa.

En cuanto al control difuso, es razonable aplicarlo para sincronizar sistemas fraccionarios con
atractores ocultos sin puntos de equilibrio puesto que ha mostrado ser una herramienta eficaz al sin-

cronizar sistemas fraccionarios cadticos sin atractores ocultos.
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Figura 3.2: Tipos de sincronizacién utilizadas con control difuso.

Estudio Caracteristicas de los sistemas
Ano  Autor Idénticos Diferentes Conmens. No Atractor
conmens. oculto

2011 Lin and Lee v v v

2013  Chen et al. v v

2015 Wang et al. v v

2016  Boulkroune et al. v v v v

2016  Muthukumar et al. v v v

2017 Liu et al. v v

2019  Boubellouta et al. v v

2019b Zhou et al.
2019a Zhou et al.

SSRNEN

v
v
v

Tabla 3.7: Caracteristicas de los sistemas fraccionarios caéticos sincronizados mediante control difuso
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Capitulo 4

Propuesta de investigacion

En esta seccién presentamos la metodologia y un plan de trabajo para desarrollar la presente investi-

gacion. Ademds, incluimos un plan de publicaciones.

4.1 Metodologia

El primer paso es establecer el tipo de sincronizacidn que se utilizard para realizar el disefio del con-
trol difuso. Como se indica en la seccién 2.6 existen diversos tipos de sincronizacién y su principal
diferencia estd en la definicién del error.

De acuerdo con la seccién 2.6 y la literatura revisada, en este trabajo reportamos doce tipos de sin-
cronizacién. La sincronizacién completa es la mds empleada por ser una de las més sencillas en cuanto
al nimero y tipo de operaciones matematicas. Sin embargo, lo anterior repercute negativamente en el
nivel de seguridad que otorga este tipo de sincronizacién al ser utilizados en esquemas de comunica-
cidén segura. Tratando de aliviar este problema, otros tipos de sincronizacién se han propuesto con mas
operaciones matematicas, por ejemplo, la generalizada proyectiva o la proyectiva hibrida de estados
completos.

Se analizaran los diferentes tipos de sincronizacién encontrados en la revisién de la literatura
para elegir al que proporcione mayor complejidad en cuanto al tipo y niimero de las operaciones
matematicas implicadas.

Aparte del tipo de sincronizacién es importante seleccionar un tipo de derivada fraccionaria. De
estas elecciones se desprenden propiedades especificas de estabilidad fraccionaria en las que se basa
el disefio del control para llevar a cabo la sincronizacién. Aunque existen diversas definiciones de
derivada fraccionaria, en la literatura revisada encontramos que las mds utilizadas son la de Caputo y
la de Riemann-Liouville.

Una vez seleccionado el tipo de sincronizacion y la derivada fraccionaria se puede disefiar el
control difuso a través de las propiedades de estabilidad fraccionaria. Un esquema general de la sin-
cronizacion se encuentra en la figura 4.1.

Ahora bien, las dreas de conocimiento que estin estrechamente relacionadas con el problema des-

crito en la seccién 1.3 son la teoria de sistemas dindmicos, la teorfa del caos, control difuso y la
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Sistema | i =12, .1 i=12..n i=12,.. Planta | ; _ 15
maestro Control sistema

esclavo

Figura 4.1: Esquema de sincronizacién. El diagrama presenta un control realimentado en donde la(s)
variable(s) de salida(s) z; deben seguir a las referencias (set points) que son generadas por el sistema
maestro ;. La variable e; es el error que se define en funcién de la(s) referencia(s) y las variables de
salida. La variable u; es el control (variable externa del sistema esclavo) que obliga a la variable de
salida a seguir su referencia.

integracién numérica de sistemas fraccionarios, tal como se muestra en la figura 4.2. Los sistemas
dindmicos modelan sistemas que evolucionan a lo largo del tiempo, este tipo de sistemas pueden ser
lineales o no lineales, y pueden estar descritos mediante ecuaciones diferenciales ordinarias, parciales,
fraccionarias, etc. Algunos de estos sistemas pueden presentar comportamientos cadticos que concier-
nen a otra drea de conocimiento: la teoria del caos, la cual estudia y caracteriza a los sistemas cadticos
a través de sus exponentes de Lyapunov, de sus espacios de fase o de sus atractores. Existen estudios
que solo se concentran en estudiar y localizar a los atractores ocultos que se pueden presentar estos
sistemas. Sin embargo, cuando se pretende sincronizar un sistema fraccionario cadtico se recurre a
las técnicas de control. Tal como se indica en la revision de la literatura, diversas técnicas se han em-
pleado para este fin, en este trabajo se opt6 por el control difuso debido al potencial que posee para
sincronizar sistemas fraccionarios cadticos con atractores ocultos (Wang et al., 2015, 2016; Aguiar
et al., 2016; Muthukumar et al., 2016). Ademds, para llevar a cabo la sincronizacién es imprescindi-
ble contar con algiin método de integracién que solucione numéricamente los sistemas fraccionarios
cadticos con atractores ocultos.

El procedimiento metodoldgico previsto para el desarrollo de la investigacién propuesta es el

siguiente:

1. Recopilacion de sistemas cadticos fraccionarios con atractores ocultos. En bases de datos de
articulos de investigacion se buscaran estudios que utilicen sistemas fraccionarios con atractores

ocultos con y sin puntos de equilibrio.

2. Investigacion de los tipos de sincronizacién. En articulos relacionados con la sincronizacién
cadtica se investigaran los diferentes tipos de sincronizacion, y se evaluaran de acuerdo a sus
caracteristicas, por ejemplo, el tipo de operaciones mateméticas que utilicen. También, se ana-
lizardn estudios que apliquen la sincronizacién cadtica, para detectar cudles son los tipos de

sincronizacién mds robustos en este tipo de trabajos.

3. Andlisis y seleccion de la definicion de derivada fraccionaria. En articulos de sistemas fraccio-

narios cadticos se identificardn las definiciones de derivada que se emplean y la razén por la que
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Figura 4.2: Areas de conocimiento estrechamente relacionadas con el problema de la sincronizacién
cadtica fraccionaria utilizando control difuso

se emplean, para analizar cudl definicién es conveniente a utilizar en nuestro caso.

4. Seleccion de métodos numéricos para integrar sistemas fraccionarios. Primero, se realizard una
bisqueda para identificar los diferentes métodos numéricos que se emplean para integrar los
sistemas fraccionarios cadticos. Ademads, se elegirdn los que cuenten con cédigo disponible y
validado, para analizar sus ventajas y desventajas y seleccionar entre estos métodos de integra-

cién un método adecuado dentro de nuestro contexto.

5. Andlisis de estabilidad para el diseiio del control. Para realizar el disefio del control, primero es
necesario elegir una técnica de control entre las variantes de control difuso, después realizar el
andlisis de estabilidad y finalmente el disefio del control. Primero se realizard un anélisis de la
literatura relacionada con las técnicas de control difuso para sincronizar sistemas fraccionarios
y se elegird una tomando criterios como facilidad de empleo, robustez de la técnica, etc. Se-
gundo, el andlisis de estabilidad se llevara a cabo utilizando la teoria de Lyapunov o la teoria de
estabilidad de sistemas fraccionarios. Tercero, mediante el andlisis de estabilidad se desarrollara

un nuevo control para sincronizar sistemas cadticos fraccionarios con atractores ocultos.

6. Sincronizacion los sistemas seleccionados. Un esquema de sincronizacion estd dado en la figura
4.1. En el recuadro que dice control, se colocara el control disefiado en el paso anterior. Por el
momento, la codificacion de la sincronizacién se llevara a cabo en Matlab vR2017 (MathWorks
USA), posteriormente se analizardn las posibilidades de realizarlo en otros lenguajes de progra-

macioén como C o C++, que son mds eficientes para llevar a cabo operaciones matemadticas.

7. Evaluacion de la sincronizacion realizada. Para evaluar la sincronizacién propuesta, se medirdn
los tiempos en los que el error se estabiliza, para realizar la comparacién con otros estudios que

sincronicen sistemas fraccionarios cadticos con atractores ocultos.
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sistemas cadticos
fraccionarios con

atractores ocultos

Sincronizacién
los sistemas
Seleccion del método seleccionados
numeérico para integrar
sistemas fraccionarios
Andlisis y seleccidn de la
definicién de derivada e
fraccionaria Analisis de Evaluacion de la

estabilidad para sincronizacién
el disefio del realizada
control

Investigacién de los
tipos de sincronizacion

Figura 4.3: Esquema de la metodologia propuesta, cada uno de los pasos estd relacionado con los
objetivos especificos.

En la figura 4.3 presentamos un esquema de la metodologia propuesta, en el que cada uno de los
pasos esta relacionado con los objetivos especificos. Los primeros cuatro pasos de la metodologia son
independientes entre si, por lo que se pueden realizar simultdneamente. Sin embargo, los siguientes

pasos son consecutivos.

4.2 Plan de trabajo

El diagrama de Gantt, con el calendario de las actividades y las fechas de las publicaciones, se presenta

en la figura 4.4.

4.3 Plan de publicaciones

Las publicaciones esperadas y sus objetivos se presentan a continuacion.

1. Articulo de conferencia.

La conferencia elegida es I8th International Conference of Numerical Analysis and Applied
Mathematics (ICNAAM). El objetivo es presentar los avances preliminares. La fecha limite para
someter es 26 julio de 2020.

2. Articulo de revista.
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La revista elegida es Fuzzy Sets and Systems. El objetivo es presentar los resultados derivados
del andlisis de estabilidad para sincronizar sistemas fraccionarios cadticos mediante control

difuso. La fecha estimada para someter el articulo es mayo 2021.

. Articulo de revista.

Larevista elegida es IEEE Transactions on Fuzzy Systems El objetivo es presentar los resultados
de las sincronizaciones de sistemas fraccionarios cadticos con atractores ocultos seleccionados.

La fecha estimada para someter el articulo es octubre 2022.
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Capitulo 5

Resultados preliminares

En esta seccion se presentan los avances y los resultados preliminares del presente trabajo de investiga-
cién durante el primer afio. Dos dreas de conocimiento fueron exploradas, las cuales estin sombreadas
en la figura 4.2 y corresponden al control difuso y a la integracién numérica de sistemas fraccionarios.

A continuacién, presentamos tres sincronizaciones de sistemas cadticos de orden entero, resaltan-

do que uno de estos sistemas cuenta con atractores ocultos. Entonces, la contribucioén es la siguiente:

1. La sincronizacién difusa completa de un sistema cadtico con atractores ocultos, que a nuestro

conocimiento es la primera vez que se realiza mediante control difuso.

2. Tal sincronizacién se realizé utilizando un método integrador basado en polinomios trigonomé-
tricos, el cual es mds eficiente comparado con otros métodos numéricos (Zaqueros-Martinez,
2018).

Adicionalmente, investigamos los métodos de integracién numérica para sistemas fraccionarios y

presentamos el método de integracién numeérica seleccionado.

5.1 Control difuso

Para construir un sistema difuso que represente a un sistema no lineal, las no linealidades se expresan
como salidas inferidas difusas especificando las funciones de membresia difusa en la premisa y los
coeficientes asociados en la consecuencia (Lian et al., 2001b).

Antes de llevar a cabo la sincronizacién difusa, es necesario representar a los sistemas cadticos en

modelos difusos en una regién de interés. Una manera de realizarlo es la explicada en la seccién 2.4.1.

5.1.1 Sincronizacion difusa

Al tener los modelos difusos de los sistemas a sincronizar, se procede a realizar la sincronizacion
difusa. A continuacidn, se presenta la teoria que soporta la sincronizacion entre dos sistemas cadticos
idénticos con diferentes condiciones iniciales mediante control difuso Zhang et al. (2005). Para ello,

consideremos al siguiente sistema difuso como el sistema maestro:
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R': SI z(t) es F; ENTONCES
x = Aix(t) + by, 1=1,2 (5.1)
Y al siguiente sistema difuso como el sistema esclavo:
R : SI Z(t) es F; ENTONCES
x = AiX(t) + Bu(t) + b;, i=1,2 (5.2)

donde B es una matriz de entrada y u(t) es el control.

El proceso de desfusificacion estd dado por

2
Z ) {Ax(t) + b} + Bul(t), ui(Z(t)) = Fy(3(1)) (5.3)

Se define el error como e(t) = X —x, a partir del cual se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales:
2
e(t) = Y mZO){AX(E) + bi} — Zuz D{Ax(t) + bi} + Bu(t) (5.4)
i=1
El objetivo de la sincronizacién es disefiar el siguiente control difuso:

2
u(t) = = m(E){Cix(t +b}+2uz ){Cix(t) + bi} (5.5)
=1

tal que |le(t)|| — 0 cuando ¢ — oo, de tal manera que el sistema esclavo sigue al sistema maestro. El

diseflo permite determinar las matrices de ganancias Cj.

Sustituyendo (5.5) en (5.4), se obtiene

2 2

et) = > mE){(Ai = BC)x(1)} = > palz(t){(Ai — BC)x(t)} (5.6)

i=1 i=1
Siguiendo la idea de la linealizacion, si existen matrices de ganancias tales que

{(Al — BCl) — (AQ — BCQ)}T X {(Al — BC1) — (AQ — BCQ)} =0 (5.7)

entonces el error total del sistema es linealizado cuando é(t) = Ge(t) mediante el control difuso
(5.5),donde G = A; — BC1 = Ay — B(Cy. Més ain, si G < 0, el error del sistema es asintGticamente
estable.

La sincronizacién difusa descrita anteriormente esté reflejada en el esquema de sincronizacién de

la figura 5.1, el cual es el mismo esquema 4.1 y por cuestiones précticas se incluy6 en este capitulo.
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Figura 5.1: Esquema de sincronizacién. El diagrama presenta un control realimentado en donde la(s)
variable(s) de salida(s) z; deben seguir a las referencias (set points) que son generadas por el sistema
maestro ;. La variable e; es el error que se define en funcién de la(s) referencia(s) y las variables de
salida. La variable u; es el control (variable externa del sistema esclavo) que obliga a la variable de
salida a seguir su referencia.

5.1.2 Resultados y analisis

En este apartado se presentan los resultados de aplicar la sincronizacién difusa, explicada en la sec-
ci6n anterior. Primero, sincronizamos el sistema cadtico de Rossler de orden cuarto. Posteriormente,
el sistema de cadtico de Chua sin atractores ocultos y finalmente el sistema cadtico de Chua con atrac-
tores ocultos. Los resultados obtenidos son prometedores con respecto a la sincronizacion cadtica con
atractores ocultos mediante control difuso. Todas las sincronizaciones fueron realizadas en Matlab
vR2017 (MathWorks USA).

Sistema hipercaético de Rossler

La sincronizacién caética completa fue realizada con control difuso entre dos sistemas cadticos de or-
den entero representados por las mismas ecuaciones y pardmetros, pero diferentes condiciones inicia-
les. Dado que esta sincronizacién fue realizada por Zhang et al. (2005), el objetivo de este experimento
es familiarizarnos con esta técnica de control.

Los sistemas sincronizados estdn dados por las ecuaciones (2.3), conocidos como sistemas hiper-
cadticos de Rossler. Los valores de los parametros utilizados son o« = 0.25, 8 = 3, las condiciones
iniciales fueron xo = [0,0,0,30]” y %9 = [~25, 14,0, 18] Estos valores fueron obtenidos del tra-
bajo de (Zhang et al., 2005).

El primer paso realizado fue representar al sistema hipercadtico de Rossler mediante un modelo
difuso siguiendo la metodologia presentada en la seccién 2.4.1. Debido a que la no linealidad del
sistema de hipercadtico Rossler (2.3) se presenta en la tercera ecuacion, se eligié a la variable de
estado x como la variable premisa.

Suponiendo que = € [c — d,c + d] y d > 0, se tiene el siguiente modelo difuso, el cual es
considerado el sistema maestro:

R': Si z(t) es F entonces x(t) = A1x(t) + by

R?: Si z(t) es I, entonces %(t) = Asx(t) + by
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donde x = [z, ¥, z, w]”,

0 -1 -1 0 0o -1 -1 0
1 « 0 1 1 « 0 1
Al = y 412 = )
0 O d 0 0 0 —d 0
0 0 =05 0.05 0 0 =05 0.05

by =by=1[0,0,8,0", Fi(z) =3 (1+2), Fa(z) =3 (1—2),c=—32yd = 50.

El sistema esclavo en términos difusos es:

R' : Si Z(t) es F| entonces x(t) = A1x(t) + Bu(t) + by

R? :Si #(t) es F entonces X(t) = AaX(t) + Bu(t) + by
donde x = [, 7, Z,w|T, A1, Ag b1, ba, Fy (), F3(x), cy d tienen los mismos valores que en el sistema
maestro; la matriz B es elegida como la matriz identidad.

El siguiente paso es encontrar v dado por la ecuacién (5.5). Para ello es necesario resolver la
ecuacién (5.7), la cual fue resuelta mediante el roolbox LMI (Linear Matrix Inequalities) de Matlab.
Eligiendo la matriz de entrada B como la matriz identidad, las matrices de ganancias calculadas me-

diante el toolbox son:

0.5 0 0 0 0.5 0 0 0

0 0.75 0 0 0 0.75 0 0
Ch = , Oy =

0 0 50.5 0 0 0 —49.5 0

0 0 0 0.55 0 0 0 0.55

Es importante mencionar que algunos resultados numéricos proporcionados por el toolbox LMI
de Matlab fueron valores menores o iguales a 1.01 x 10~'®, en este documento por cuestiones prac-
ticas los reportamos con el valor de 0. Ademads, las matrices de ganancias reportadas en este trabajo
presentan diferencias al compararlas con el trabajo de (Zhang et al., 2005) a pesar de trabajar con los
mismos pardmetros. Lo anterior se debe principalmente a que la forma de expresar la ecuacién (5.7)
en desigualdades matriciales lineales no es tnica (Tanaka et al., 1998).

Después de estas breves aclaraciones, continuamos explicando la forma en que se llevd a cabo el
experimento. Integramos numéricamente los sistemas cadticos utilizando el método numérico basado
en polinomios trigonométricos, el cual fue analizado en (Zaqueros-Martinez, 2018), donde conclu-
yeron que es mas eficiente comparado con otros métodos numéricos comtinmente utilizados como
los Runge-Kutta. De aqui en adelante este método numérico serd nombrado brevemente méfodo de
Gautschi.

Las condiciones iniciales utilizadas fueron xo = [0,0,0,30]" y Xg = [~25,14,0, 18]7 para el
sistema maestro y esclavo, respectivamente. Sustituyendo las matrices de ganancias en el control w,
dado por la ecuacién (5.5), y siguiendo el esquema de sincronizacién dado por la figura 5.1 obtuvimos
los siguientes resultados.

La grafica 5.2 muestra el espacio de fase de la sincronizacidn realizada, el sistema esclavo (linea

roja) sigue el mismo comportamiento del sistema maestro (linea azul) a pesar de iniciar en puntos dife-
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Figura 5.2: Espacio de fase del sistema hipercadtico de Rossler. El sistema esclavo (linea roja) sigue
al sistema maestro (linea azul) a pesar de tener diferentes puntos iniciales.

rentes, y ademds, ambos forman el atractor extrafio caracteristico del sistema hipercadtico de Rossler.
La gréfica 5.3 muestra los errores en la sincronizacién en cada una de las variables de estado. Los
errores tienden a cero alrededor de las primeras 1500 iteraciones.

Después de analizar los resultados, concluimos que el objetivo se alcanzd, puesto que ||e(t)|| — 0
cuando t — oo, ver gréifica 5.3, en consecuencia sincronizamos exitosamente al sistema hipercadtico

de Rossler mediante control difuso.

Sistema de Chua clasico

Existen variantes del sistema de Chua cldsico de orden entero, éstas pueden tener diferencias en las
ecuaciones que los expresan. Algunas variantes del sistema de Chua cldsico han sido sincronizadas
mediante control difuso (Lian et al., 2001a,b); sin embargo, el sistema dado en la seccién 2.3.2, a
nuestro conocimiento, no se ha sincronizado mediante control difuso.

En este experimento, sincronizamos el sistema de Chua de orden entero, presentado en la seccién
2.3.2, con los parametros del atractor clasico de Chua, los cuales son @ = 9.3516, 5 = 14.7903,
v = 0.0161, mg = —1.1384, m; = —0.7225. Utilizando las siguientes condiciones iniciales xo =
[2.0848, 0.0868, —2.819]7 y %9 = [0.01, 0, 0] (Kuznetsov et al., 2016).

Andlogamente al experimento anterior realizamos la sincronizacion cadtica completa del sistema
de Chua mediante control difuso.

Como primer paso expresamos el sistema de Chua en términos difusos apoyados en la metodologia
dada por (Lian et al., 2001b), explicada en la seccion 2.4.1.
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Figura 5.3: Errores de la sincronizacién del sistema hipercadtico de Rossler. (a) Errores de sincroni-
zacion de cada variable de estado del sistema hipercadtico de Rossler durante toda la simulacién. (b)
Ampliacién de la grafica. Los errores de sincronizacion se estabilizan en el valor O en las primeras
1500 iteraciones.

La variable de estado z fue elegida como variable premisa debido a que en la primera ecuacién de
2.3.2 se presenta una funcion definida a trozos que depende de .

Suponiendo que z € [—d,d] y d > 0, se tiene el siguiente modelo difuso, que es considerado el
sistema maestro:

R' : Si z(t) es F entonces x(t) = A;x(t) + by

R?: Si x(t) es F; entonces x(t) = Aox(t) + by
donde x = [z, y, 2|7

>

ald—-1) a 0 —a(d+1) o 0
A = 1 -1 1|, A= 1 -1 11,
0 -8 — 0 -8 —

by =by =0, Fy x):%(1—#),5@):1—F1(x),d:1.1y

¢(x>:{1"§f) si a0

myg st x=0

Mientras que el sistema esclavo es:

R' :Si #(t) es F| entonces X(t) = A1X(t) + Bu(t) + by

R? : Si #(t) es Fy entonces X(t) = AoX(t) + Bu(t) + by
donde X = [z,y, 2|7, A1, As, by, by, F1, I3, d 'y ¢(x) tienen los mismos valores del sistema maestro,
mientras que la matriz B es elegida como la matriz identidad.

Resolviendo la ecuacion 5.7 mediante el toolbox LMI obtuvimos las siguientes matrices de ga-

nancias:

143516 0O 0 —19.13836 0O 0
C = 0 -0.5 0 , O = 0 -0.5 0
0 0 0.4839 0 0 0.4839
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— Respuesta X, = [0.01,0,0]
— Controlador X, = [2.0848, 0.0868, -2.819]

Figura 5.4: Espacio de fase del sistema de Chua cldsico. Aunque los sistemas cadticos inician con
diferentes condiciones iniciales, el sistema esclavo (linea roja) sigue al sistema maestro (linea azul).

Sustituimos las matrices de ganancias en el control u (5.5). Siguiendo el esquema 5.1 llevamos a
cabo la sincronizacion, utilizando también el método de Gautschi. Los resultados obtenidos son los
siguientes.

El espacio de fase del sistema de Chua cldsico estd graficado en la figura 5.4, en el cual el sis-
tema esclavo (linea roja) sigue al sistema maestro (linea azul) a pesar de que los sistemas parten de
diferentes condiciones iniciales. Ademds, ambos sistemas forman el atractor extrafio que caracteriza
al sistema cadtico de Chua clasico.

Los errores de sincronizacién de cada variable de estado se encuentran en la grifica 5.5, de la
grifica se tiene que |le(t)|| — 0 cuando ¢ — oo. Con lo anterior concluimos que la sincronizacién
cadtica difusa entre los sistemas de Chua clésico, dados por las ecuaciones 2.3.2, fue realizada con

éxito.

Sistema de Chua con atractores ocultos

Al cambiar los pardmetros de los sistemas cadticos se pueden presentar atractores ocultos. Tal es el
caso del sistema de Chua de orden entero (dado en la seccion 2.3.2), el cual presenta un atractor
oculto con los siguientes parametros: o = 8.4562, 8 = 12.0732, v = 0.0052, mg = —0.1768,
mq = —1.1468 (Kiseleva et al., 2018).

Al intentar sincronizar sistemas con atractores ocultos puede darse el caso en el que la sincroniza-
cidén no sea exitosa (Kuznetsov et al., 2016). Kuznetsov et al. (2016) pretendian sincronizar al sistema

de Chua con pardmetros que dan lugar a un atractor oculto, pero no lo lograron. Lo anterior se debe
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Figura 5.5: Errores de la sincronizacién del sistema caético de Chua clésico. (a) Errores de sincroniza-
cién del sistema de Chua cldsico durante toda la simulacién. (b) Ampliacién de la gréafica. Los errores
de sincronizacién se estabilizan en el valor 0 en las primeras 1000 iteraciones de la simulacién.

a la eleccion inadecuada de la técnica de control: acoplamiento lineal a través de la segunda ecuacién
del sistema de Chua K (y — ). Puesto que, en la literatura se ha reportado que esta técnica falla al
sincronizar ciertas configuraciones de sistemas cadticos con el enfoque maestro-esclavo Huang et al.
(2009) . Por esta razdn, los autores insisten en la importancia de elegir adecuadamente al control para
tener sincronizaciones exitosas Kuznetsov et al. (2016).

Con este preambulo, propusimos utilizar una estrategia de control difuso para sincronizar dos
sistemas de Chua con atractores ocultos con los pardmetros anteriormente dados pero con diferentes
condiciones iniciales. Las cuales fueron xg = [—3.7727, —1.3511,4.6657]" y %o = [0.01,0,0]7,
tomadas del trabajo de (Kuznetsov et al., 2016).

Dado que el sistema de Chua de orden entero con atractores ocultos tiene las mismas ecuaciones
que el sistema de Chua clésico de orden entero, pero con otros valores en los pardmetros, los modelos
difusos son los mismos excepto por los valores de los pardmetros. En consecuencia, los sistemas
maestro y esclavo para llevar a cabo la sincronizacion cadtica son los mismos que el caso del sistema
de Chua clésico, pero con pardmetros distintos: los que dan lugar al atractor oculto.

De lo anterior, las matrices de ganancias son diferentes a las reportadas con el sistema de Chua
clasico porque se tienen otros valores en los pardmetros del sistema. Las matrices de ganancias para

el sistema de Chua con atractores ocultos, calculadas mediante el toolbox LMI son:

1.34562 0O 0 —17.258019 O 0
C = 0 —0.5 0 , Cy = 0 —-0.5 0
0 0 0.49479 0 0 0.49479

Al sustituir las matrices de ganancias en el control (5.5), y utilizando el método de integracién de
Gautschi sincronizamos el sistema de Chua con atractores ocultos, siguiendo el esquema de la figura
5.1. Los resultados obtenidos se presentan a continuacion.

El espacio de fase del atractor oculto de Chua estd mostrado en la figura 5.6, el cual coincide
con las graficas mostradas por Kiseleva et al. (2018). Ademds, el sistema esclavo (linea roja) sigue al

sistema maestro (linea azul).

50



—— Respuesta X =[0.01,0,0]
— Controlador X, = [-3.7727, -1.3511, 4.6657]

Figura 5.6: Espacio de fase del sistema de Chua con atractores ocultos. El sistema esclavo (linea roja)
sigue al sistema maestro (linea azul) a pesar de tener condiciones iniciales diferentes.

Mientras que en la grifica 5.7 se presentan los errores de sincronizacién por cada variable de
estado. Como |le(t)|| — 0 cuando ¢ — oo, concluimos que es posible sincronizar el sistema de
Chua de orden entero con atractores ocultos mediante la estrategia de control difuso. Por medio de
este ejemplo, mostramos la factibilidad de sincronizar sistemas cadticos con atractores ocultos donde

fallan otras estrategias de control.

A manera de resumen, en la Tabla 5.1 mostramos las caracteristicas de los sistemas sincronizados.

Sistema I Orden Con puntos  Con atractores
. . Cadtico ey
sincronizado entero de equilibrio ocultos

Sistema
hipercadtico v v v
de Rossler
Sistema de

‘. v v v
Chua clésico
Sistema de
Chua con atrac- v v v v

tores ocultos

Tabla 5.1: Tabla que muestra las caracteristicas de los sistemas sincronizados.
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Figura 5.7: Errores de la sincronizacién del sistema cadtico de Chua con atractores ocultos. (a) Errores
de sincronizacion del sistema de Chua con atractores ocultos durante toda la simulacién. (b) Amplia-
cién de la gréifica. Los errores de sincronizacion se estabilizan en el valor O en las primeras 1000
iteraciones de la simulacién.

5.2 Integracion numérica de sistemas fraccionarios

Para llevar a cabo la sincronizacidn cadtica de sistemas fraccionarios es necesario contar con algtin(os)
método(s) numérico(s) para integrarlos numéricamente. En esta seccion, presentamos los resultados
de la investigacion realizada de los métodos numéricos para integrar sistemas fraccionarios.

En la literatura revisada encontramos que existen diversos métodos numéricos para llevar a cabo la
integraciéon numérica de ecuaciones fraccionarias. Que tales métodos presenten caracteristicas como
precision, confiabilidad y eficiencia es una tarea mucho mds compleja que integrar sistemas de orden
entero (Garrappa, 2018).

Entre los métodos numéricos utilizados para integrar sistemas fraccionarios encontramos: el mé-
todo de descomposicion de Adomian (Wang et al., 2019a; Li and Wu, 2019), el método fraccionario
Adams-Bashforth-Moulton (Kiani-B et al., 2009; Pham et al., 2017a; Kingni et al., 2017; Boubellouta
et al., 2019) y el método fraccionario de Euler (Ouannas et al., 2018).

Puesto que este trabajo de investigacidn no se centra en codificar o implementar métodos inte-
gradores para sistemas fraccionarios, se buscaron las codificaciones de los métodos anteriores. En el
estudio realizado por Garrappa (2018), quién hizo una revisién de las familias més efectivas de mé-
todos numéricos para integrar sistemas de ecuaciones diferenciales fraccionarias proporcionando las

rutinas en Matlab para utilizarlas.

5.2.1 Resultados y analisis

Utilizando los métodos de integracién proporcionados por Garrappa (2018) realizamos tres experi-
mentos. El objetivo del primer experimento fue familiarizarnos con las rutinas de integracién, mien-
tras que en el segundo experimento integramos numéricamente un sistema fraccionario caético, y en el
tercero integramos un sistema fraccionario cadtico con atractores ocultos. En esta seccidn se presentan

los resultados de los tres experimentos.
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Figura 5.8: Solucién numérica del sistema de Brusselator. (a) Plano de fase y las variables de estado
contra el tiempo de simulacién que obtuvimos al realizar la integracién numérica del sistema de Brus-
selator. (b) Graficas procedentes del trabajo de Garrappa (2018). Los sistemas fueron integrados con
los mismos pardmetros y mismas condiciones iniciales. Las graficas mostradas en (a) y (b) muestran
comportamientos similares.

Sistema fraccionario no lineal de Brusselator

El sistema fraccionario no lineal de Brusselator dado en la seccién 2.3.8 fue integrado numéricamente
con un método predictor-corrector basado en reglas de integracion del producto (Garrappa, 2018).
La rutina utilizada fue FDE_PII12_PC. Cabe resaltar que este sistema no es cadtico y ya habia sido
integrado en (Garrappa, 2018), por lo que el objetivo de este experimento es familiarizarnos con las
rutinas numéricas.

Los parametros utilizados en este experimento fueron vy = 0.8, s = 0.7, A = 1.0, B = 3.0, las
condiciones iniciales xg = 1.2, zg = 2.8, durante 100 unidades de tiempo de simulacién.

Las gréficas de la figura 5.8 muestran el comportamiento de la solucién del sistema de Brusselator,
en 5.8(a) se encuentran el pano de fase y las variables de estado contra el tiempo de simulacion
que realizamos en este trabajo, y en (b) las graficas obtenidas por Garrappa (2018). Estas soluciones

numéricas presentan el mismo comportamiento.

Sistema caotico fraccionario del dinamo

El sistema fraccionario del dinamo, presentado en la seccién 2.3.9, fue integrado con el método nu-
mérico utilizado en el ejercicio anterior.

Los valores de los pardmetros empleados fueron: « = 0.97, u = 2, v = 1, las condiciones
iniciales xg = [1, 2, —3], durante 500 unidades de tiempo. Los pardmetros y las condiciones inicia-
les fueron tomadas de (Boubellouta et al., 2019; Wang et al., 2009). En el trabajo de (Boubellouta
et al., 2019) este sistema fraccionario fue integrado mediante una variante del método fraccionario
Adams-Bashforth-Moulton utilizando Matlab, mientras que en (Wang et al., 2009) no indican el mé-
todo numérico utilizado.

Los resultados de la integracion numérica son los siguientes. En la figura 5.9 estan las gréficas del
plano de fase zz. En 5.9(a) se muestra la que realizamos en este trabajo, y en (b) la procedente del
trabajo de Wang et al. (2009). En estos resultados numéricos el comportamiento cadtico que obtuvimos

es consistente con el mostrado en (Wang et al., 2009).
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Figura 5.9: Solucién numérica del sistema del dindmo. (a) Plano de fase xz obtuvimos al realizar la
integracion numérica del sistema del dinamo. (b) Grafica procedente del trabajo de Wang et al. (2009).
Los sistemas fueron integrados con los mismos pardmetros y condiciones iniciales. Las graficas mos-
tradas en (a) y (b) muestran atractores cadticos similares.

Sistema caético fraccionario con atractores ocultos de Borah

El sistema cadtico fraccionario con atractores ocultos proporcionado por Borah et al. (2017), pre-
sentado en la seccién 2.3.10, fue integrado numéricamente con el método numérico utilizado en los

experimentos anteriores.

Los parametros utilizados fueron o« = 0.98, a = 0.8696, b = 1, m = 0.756144, ¢ = 10.5, las
condiciones iniciales xg = [—0.08, —1.02, —0.49], durante 500 unidades de tiempo de simulacién.
Los pardmetros y las condiciones iniciales fueron tomadas de (Borah et al., 2017), donde también

integran este sistema fraccionario pero no indican el método numérico empleado.

En la figura 5.10 se muestran diferentes vistas del espacio de fase. En 5.10(a) se encuentran las

gréificas que obtuvimos en este trabajo, y en (b) las procedentes del trabajo de (Borah et al., 2017).

Los resultados numéricos indican que el comportamiento de la solucién numérica que obtuvimos

es consistente con el mostrado en (Borah et al., 2017).

Cabe resaltar que otros métodos numéricos recomendados por el estudio de Garrappa (2018) fue-
ron probados. Sin embargo, en todos los casos estudio el método numérico con mejor rendimiento fue

el que estd reportado en este documento.

Recapitulando, en la tabla 5.2 recopilamos las caracteristicas de los sistemas integrados numéri-

camente con la el método numérico dado por Garrappa (2018).

Puesto que la integraciéon numérica de sistemas fraccionarios con atractores ocultos es un paso
crucial para llevar a cabo la sincronizacién, con estos experimento mostramos la factibilidad de que
el método numérico seleccionado podria servirnos para integrar sistemas fraccionarios caéticos con

atractores ocultos.
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Figura 5.10: Solucién numérica del sistema cadtico fraccionario con atractores ocultos. (a) Diferen-
tes vistas del espacio de fase del sistema cadtico fraccionario con atractores ocultos que obtuvimos
al realizar la integracién numérica del sistema cadtico fraccionario con atractores ocultos. (b) Gra-
ficas procedente del trabajo de Borah et al. (2017). Los sistemas fueron integrados con los mismos
pardmetros y condiciones iniciales. Las grificas mostradas en (a) y (b) muestran atractores cadticos
similares.

Sistema . Orden Con puntos  Con atractores
. Cadtico . . s
dindmico fraccionario de equilibrio ocultos
Sistema de
v v
Brusselator
Sistema del
. v v v
dinamo
Sistema de
v v v v
Borah

Tabla 5.2: Tabla que muestra las caracteristicas de los sistemas fraccionarios integrados numéricamen-
te con el método numérico proporcionado por Garrappa (2018)
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Figura 5.11: Solucién numérica del sistema de Wei. (a) Espacio de fase que obtuvimos al realizar
la integracién numérica del sistema de Wei. (b) Grafica procedente del trabajo de Wei (2011). Los
sistemas fueron integrados con los mismos pardmetros y condiciones iniciales. Las gréficas (a) y (b)
muestran atractores cadticos similares.

5.3 Integracion numérica de sistemas caéticos con atractores ocultos

Cinco sistemas cadticos de orden entero con atractores ocultos fueron integrados numéricamente uti-
lizando el método integrador de Gautschi. La manera de proceder fue la siguiente. Primero, buscamos
trabajos que reportaran sistemas cadticos con atractores ocultos. Después, con los pardmetros y con-
diciones iniciales proporcionados por los trabajos, procedimos a realizar la integracion numérica de

tales sistemas, los resultados que obtuvimos se presentan a continuacion.

5.3.1 Sistema caotico de Wei

El primer sistema cadtico sin puntos de equilibrio integrado fue el sistema de Wei (Wei, 2011), dado
en la seccién 2.3.3. Por la definicién de atractor oculto (definicién 6 dada en la seccién 2.1), puesto
que este sistema no tiene puntos de equilibrio los atractores de este sistema son ocultos.

Los parametros utilizados fueron a = 2, ¢ = 1, d = 0.35 y los valores iniciales fueron [—1.86, 0.82, 1.9],
los cuales fueron adquiridos del trabajo de Wei (2011). En ambos casos se utilizaron los mismos pa-
rdmetros y condiciones iniciales. La figura 5.11 compara los resultados obtenidos. En (a) presentamos
el espacio de fase que obtuvimos al realizar la integracién numérica, mientras que en (b) el proporcio-

nada por Wei (2011). Las gréficas (a) y (b) muestran atractores cadticos similares.

5.3.2 Sistema caético de Sprott A

El siguiente sistema integrado numéricamente fue el sistema cadtico de Sprott A (Jafari et al., 2013)
presentado en la seccion 2.3.4. Este sistema tampoco cuenta con puntos de equilibrio por lo que tiene
atractores ocultos de acuerdo a la definicién 6. Con ¢ = 1 como pardmetro y con [0, 5,0] como
condiciones iniciales , tomados del trabajo de Jafari et al. (2013).

Andlogamente al resultado anterior, en la figura 5.12 mostramos los resultados obtenidos. En (a)
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Figura 5.12: Solucién numérica del sistema de Sprott A. (a) Plano de fase zy que obtuvimos al rea-
lizar la integracién numérica del sistema de Sprott A. (b) Gréfica procedente del trabajo de Jafari
et al. (2013). Los sistemas fueron integrados con los mismos pardmetros y condiciones iniciales. Las
gréficas (a) y (b) muestran atractores cadticos similares.

presentamos el plano fase zy que obtuvimos al realizar la integracién numérica, mientras que en (b)
la proporcionada por Jafari et al. (2013). Se utilizaron los mismos parametros y condiciones iniciales

en ambos casos. Las gréficas (a) y (b) muestran atractores cadticos similares.

5.3.3 Sistema caético de Azar

Otro sistema integrado con el método de Gautschi fue el sistema cadtico de Azar (Azar et al., 2017),
presentado en la seccién 2.3.5. Tal sistema no tiene puntos de equilibrio y por ende presenta atractores
ocultos (Azar et al., 2017). Los pardmetros utilizados fueron ¢ = 0.35, b = 0.05 y las condiciones
iniciales [0.1, 0.1, 0.1], tomados de (Azar et al., 2017).

De manera similar a los resultados anteriores, en la figura 5.13 mostramos los resultados obtenidos.
En (a) presentamos las diferentes vistas del espacio de fase que obtuvimos al realizar la integracion
numérica, mientras que en (b) las proporcionadas por Azar et al. (2017). Los pardmetros y condiciones
iniciales fueron los mismos que Azar et al. (2017) utilizé. Las graficas (a) y (b) muestran atractores

caoticos similares.

5.3.4 Sistema caético con un término exponencial

El sistema cadtico con un término exponencial (Pham et al., 2015), presentado en la seccién 2.3.6, es
un sistema sin puntos de equilibrio que tiene atractores ocultos (Pham et al., 2015). Los pardmetros
utilizados fueron a = 0.87, b = 0.5, ¢ = 0.37, d = 2.5, m = 0.5 y las condiciones iniciales
[0.5,—1.2, -9, 2], tomados de (Pham et al., 2015).

En la figura 5.14 mostramos los resultados obtenidos. En (a) presentamos las diferentes vistas del
espacio de fase que obtuvimos al realizar la integracién numérica, mientras que en (b) las proporcio-
nadas por (Pham et al., 2015). Las condiciones iniciales fueron tomadas del trabajo de Pham et al.

(2015), pero no estd claro si fueron las mismas que ellos utilizaron para realizar la grafica (b). A pesar
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Figura 5.13: Solucién numérica del sistema de Azar. (a) Diferentes vistas del espacio de fase que
obtuvimos al realizar la integracion numérica del sistema de Azar. (b) Gréficas del trabajo de Azar et al.
(2017). Los sistemas fueron integrados con los mismos pardmetros y mismas condiciones iniciales.
Las gréficas mostradas en (a) y (b) muestran atractores cadticos similares.
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Figura 5.14: Solucién numérica del sistema cadtico con un término exponencial. (a) Diferentes vistas
del espacio de fase que obtuvimos al realizar la integracién numérica del sistema cadtico con un
término exponencial. (b) Grafica procedente del trabajo de (Pham et al., 2015). Los sistemas fueron
integrados con los mismos pardmetros. Las gréaficas (a) y (b) muestran atractores cadticos similares.

de esto, las gréficas (a) y (b) muestran atractores cadticos similares.

5.3.5 Sistema cadtico tipo Lorenz

El siguiente sistema integrado numéricamente fue el sistema cadtico tipo Lorenz mostrado en la sec-
cién 2.3.7. De acuerdo con (Kuznetsov et al., 2016) este sistema presenta atractores ocultos. Los
pardmetros utilizados fueron » = 6.8, a = —0.5 (Kuznetsov et al., 2016) y las condiciones iniciales
fueron [4.721,5.02,4.92].

En la figura 5.15 mostramos los resultados obtenidos. En (a) presentamos el espacio de fase que
obtuvimos al realizar la integraciéon numérica, mientras que en (b) el proporcionado por (Kuznetsov
et al., 2016). Cabe resaltar que se utilizaron los mismos pardmetros pero diferentes condiciones ini-

ciales. A pesar de esto, las grificas (a) y (b) muestran atractores cadticos similares.
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Figura 5.15: Solucién numérica del sistema cadtico tipo Lorenz. (a) Espacio de fase que obtuvimos
al realizar la integracién numérica del sistema cadtico tipo Lorenz. (b) Grafica procedente del trabajo
de (Kuznetsov et al., 2016). Los sistemas fueron integrados con los mismos pardmetros y diferentes
condiciones iniciales. A pesar de esto, las gréficas (a) y (b) muestran atractores cadticos similares.

Sistema L. Orden  Sin puntos  Con atractores
L. Cadtico ey

cadtico entero  de equilibrio ocultos
Sistema de Wei v v v Ve
Sistema de
Sprott A v v v v
Sistema de Azar v v v v
Sistema con
un término v v v v
exponencial
Sistema v v v

tipo Lorenz

Tabla 5.3: Tabla que muestra las caracteristicas de los sistemas cadticos con atractores ocultos inte-
grados numéricamente con el método de Gautschi.

De forma resumida, en la tabla 5.3 mostramos las caracteristicas de los sistemas cadticos con
atractores ocultos integrados con el método de Gautschi.

En conclusion, la integracién numérica de sistemas cadticos con atractores ocultos es un paso
crucial para llevar a cabo la sincronizacién caética. Con los experimento anteriores mostramos que el
método numérico de Gautschi es util para integrar sistemas cadticos de orden entero con atractores

ocultos.
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