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Abstract

La biisqueda de patrones frecuentes en grafos es un problema de interés en diversas dreas de investiga-
cion. La mayoria de los algoritmos reportados en la literatura se enfoca en el caso en el que los patrones
se buscan en una coleccion de grafos y se usa el isomorfismo de grafos para determinar las ocurrencias de
cada patron. En esta propuesta de investigacion se aborda el problema de buscar patrones en un solo grafo,
utilizando correspondencia inexacta al momento de determinar las ocurrencias de un patrén. Adicional-
mente, se propone no dar como resultado el conjunto de todos los patrones frecuentes, sino un subconjunto
de patrones que sean interesantes, con el propdsito de reducir la redundancia y facilitar el andlisis del
conjunto de patrones de salida. Permitir correspondencia inexacta, entre un patron y sus ocurrencias, hace
posible encontrar patrones que pasarian desapercibidos con otros algoritmos, pero plantea dificultades no
triviales, entre ellas, definir una funcion para establecer, de manera eficiente, la similitud entre grafos y una
estrategia para recorrer el espacio de biisqueda. Ademds de describir el problema propuesto, su contexto y
los lineamientos de la investigacion que se plantea, en esta propuesta se introduce, como parte de los resul-
tados preliminares de la investigacion, una funcion para comparar grafos usando correspondencia inexacta
y un algoritmo, AGraP, capaz de identificar patrones que pueden tener diferencias estructurales, tanto en
vértices como en aristas, respecto a sus ocurrencias. A través de los resultados experimentales se muestran
los logros y las limitaciones del algoritmo propuesto hasta el momento.

Palabras Clave: Patrones frecuentes en un solo grafo, correspondencia inexacta, patrones interesantes
en grafos



1. Introduccion

El problema que se propone explorar en esta investigacién doctoral es la biisqueda de patrones frecuentes
e interesantes en un solo grafo usando correspondencia inexacta. La importancia de la bisqueda de patrones
en grafos no resulta sorprendente dada la utilidad que las representaciones basadas en grafos han demostrado
en distintos problemas aplicados, al punto que, en los tltimos afios, la mineria de datos basada en grafos se ha
convertido en uno de los temas més estudiados en el campo de la Mineria de Datos [AW 10, CHO7, TSKO06].
En particular, los patrones frecuentes en grafos han demostrado ser ttiles para caracterizar conjuntos [BB02],
discriminar entre diferentes grupos [HWB™04], clasificar [DKWKO5], agrupar y construir indices [YYHO04],
etc.

Los algoritmos que abordan el problema de identificar patrones frecuentes en grafos difieren entre si por
la estrategia de busqueda que emplean, la forma en que generan candidatos a patrones, la naturaleza de los
grafos que examinan y el conjunto de patrones que encuentran [KRSA11]. En esta investigacion, el problema
especifico de nuestro interés queda definido por tres caracteristicas importantes del escenario en el que se
desea trabajar: la bisqueda de patrones se realiza en un solo grafo, se emplea correspondencia inexacta al
momento de comparar grafos y no se desea obtener el conjunto de todos los patrones frecuentes, sino un
subconjunto de patrones interesantes. Cada uno de estos aspectos representa un eje de investigacion en el
trabajo que proponemos e introduce dificultades importantes que deben tomarse en cuenta para desarrollar
una solucién al problema.

El primer supuesto del problema que nos interesa es que la bisqueda de patrones se realiza en un solo
grafo. En este escenario, una de las principales dificultades radica en la forma de definir el soporte de
cada grafo candidato a patrén. En una coleccioén de grafos el soporte de un candidato se define como la
cantidad de grafos que lo contienen; en el caso de un solo grafo, debido al posible traslape de ocurrencias,
definir el soporte de un candidato como el nimero de sus occurrencias en el grafo causa la pérdida de la
propiedad de antimonotonicidad (la propiedad establece que si un grafo es frecuente, todos sus subgrafos
son frecuentes) y, en consecuencia, los enfoques tradicionales para podar el espacio de busqueda no pueden
ser aplicados. Con el objetivo de evitar la pérdida de la antimonotonicidad, se han propuesto diversas formas
de calcular el soporte de un patrén en un solo grafo [KKO01, FB0O7, BNO8, CYZHO7], pero quiza por ésta 'y
otras dificultades que presenta, la mineria de patrones en un solo grafo ha sido relativamente poco estudiada;
hasta ahora, la biisqueda de patrones frecuentes en grafos se ha centrado principalmente en el caso de una
coleccién de grafos y para esto se han desarrollado algoritmos muy eficientes, como GraphSig [RS09],
Gaston [NKO04], gSpan [YH02] o gRed [GAMPCOMTO08], entre otros. Sin embargo, a pesar de que ha sido
poco estudiado, encontrar patrones frecuentes en un solo grafo es un problema que merece atencién por
presentarse en distintas areas de investigacion, por ejemplo el andlisis de redes sociales [Moo0O1, AAGI11] o
de comunicacién [Les09], y por la generalidad que en cierto sentido encierra: los algoritmos para encontrar
patrones en un sé6lo grafo pueden ser adaptados para el caso en el que los patrones se buscan en una coleccién
de grafos, mientras que la situacidn inversa no es posible [KKO05]. Para usar un algoritmo de busqueda de
patrones disefiado para una coleccién de grafos al caso en el que se tiene un solo grafo, es necesario dividir,
de alguna manera, al grafo original para entonces aplicar el algoritmo; desafortunadamente, al dividir al
grafo se corre el riesgo de “partir” patrones importantes y, en todo caso, decidir la mejor manera de dividir
un grafo no es una tarea trivial.

El segundo aspecto que se explorarard en esta investigacion es la bisqueda de patrones en grafos utili-
zando correspondencia inexacta, es decir, al identificar las ocurrencias que un candidato a patrdén tiene en
el grafo original, se desea permitir diferencias estructurales, en vértices y aristas, entre el grafo candidato y
los subgrafos que se consideren una aparicién del mismo. La gran mayoria de los algoritmos que identifican
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Figura 1: Usando un umbral de frecuencia o = 2, el patron P no puede ser indentificado en G usando
isomorfismo de grafos, pero st cuando se usa correspondencia inexacta.

patrones en grafos no permiten tales diferencias y, de alguna manera, requieren dar solucién al problema de
isomorfismo de grafos para establecer si existe correspondencia entre el patrén que se estd examinando y
algin subgrafo dado. Permitir diferencias tiene sentido cuando los datos con los que se trabaja estdn sujetos
a, por ejemplo, ruido o errores de muestreo; en tales casos (muy frecuentes en problemas reales) es fAcil in-
tuir que una correcta identificacién de patrones requiere la tolerancia a pequefios cambios en la informacion
contenida en vértices y aristas. Pero, més alld de un contexto en el que los datos puedan estar contaminados
por errores, utilizar correspondencia inexacta introduce cierta flexibilidad en los patrones que se analizan
y permite encontrar algunos que, usando correspondencia exacta, podrian pasar desapercibidos. La Fig.
1 muestra un ejemplo de un patrén que, con un umbral de frecuencia ¢ = 2, es identificable utilizando
correspondencia inexacta, pero que no puede ser encontrado cuando se usa isomorfismo de grafos.

Existen en la literatura algoritmos de busqueda de patrones en grafos que permiten diferencias entre
un patrén y sus ocurrencias. Los algoritmos gApprox [CYZHO07] y APGM [JZH11] se centran en casos
en donde las etiquetas en los nodos pueden ser diferentes y permiten algunas diferencias estructurales en
aristas, mientras que GraMi [SK11] busca patrones usando lo que los autores denominan una generalizacion
del ismorfismo de grafos, en donde la nocién de una arista entre dos nodos se reemplaza por la de un camino
entre los mismos. Sin embargo, hasta donde sabemos, no existe un algoritmo que permita diferencias de
cardcter estructural tanto en vértices como en aristas; es en este tipo de diferencias que queremos centrar
nuestra atencién, de manera que dos grafos (un patrén y alguna de sus ocurrencias, por ejemplo) puedan
ser considerados similares atn si tienen diferente tamaiio u orden. Ademas, nos interesa que las diferencias
permitidas entre grafos considerados similares sean, de alguna manera, proporcionales al tamafio de los
grafos que se comparan, de modo que diferencias pequefias tengan mds peso en grafos pequefios que en
grafos grandes, aunque esto conlleve a la pérdida de la antimonotonicidad.

Sin embargo, aunque utilizar correspondencia inexacta permite identificar patrones que pueden ser im-
portantes y que, de otra manera, pasarian desapercibidos, también introduce retos importantes al proceso de
mineria, por ejemplo, ;como recorrer el espacio de busqueda si no es posible podarlo en la forma habitual?
(,como manejar la elevada cantidad de ocurrencias que cada patrén puede tener? ;cémo decidir si dos grafos
son suficientemente parecidos para que uno sea considerado ocurrencia del otro? ;cémo evitar que la can-
tidad de patrones que se obtienen al final sea tan grande que analizarlos sea poco viable? Todas éstas son
dificultades con las que debe lidiarse para obtener una solucién adecuada al problema que se plantea.

El tercer aspecto importante de nuestra investigacion retoma la dltima de las preguntas planteadas en



el parrafo anterior: dada la gran cantidad de patrones encontrados al final del proceso de mineria, ;coémo
puede decidirse cudles son de interés? Algoritmos como Gaston [NK04] y gSpan [YHO2], entre otros, per-
miten encontrar el conjunto completo de patrones frecuentes en una coleccién de grafos, pero (qué tan til
resulta encontrar fodos los patrones frecuentes? La cantidad de patrones que pueden generarse en un pro-
blema de tamafio moderado puede llegar a ser prohibitivamente grande, constituyendo un cuello de botella
computacional y, en el mejor de los casos (si se logra completar el proceso de mineria), dando lugar a un
conjunto de patrones tan grande que no resulte verdaderamente informativo o util para el andlisis de los
datos de entrada. Para ilustrar esto consideremos el ejemplo referido por Hasan er al. [AHCS™07], en el
que se utilizé un algoritmo de bisqueda en profundidad [AHCS™05] para analizar tres grafos, cada uno
con 2154 nodos y un promedio de 81607 aristas; los autores reportan que al abortar el proceso de mineria
después de un dia, se habian encontrado mds de 8 millones de subgrafos frecuentes, el méds grande con tan
s6lo 22 aristas. Algoritmos como SPIN [HWPY04], MARGIN [TVK10] y CloseGraph [YHO3] tratan de
mitigar este problema concentrandose en la biisqueda de patrones maximales o cerrados, pero ain en este
caso la cantidad de patrones encontrados puede ser tan grande que no sea posible para un experto analizar
el resultado. Por esta razon, la atencion en la minerfa de patrones en grafos se ha desplazado, en los dltimos
afios, de encontrar el conjunto completo de patrones frecuentes, a encontrar un subconjunto significativo, es
decir, una menor cantidad de grafos que, de alguna manera, retenga la informacién del conjunto comple-
to de patrones [AW 10, Cap. 12]. Siguiendo con esta tendencia, en esta investigaciéon queremos obtener un
conjunto de grafos frecuentes que pueda considerarse representativo (interesante) del grafo analizado y que,
por contener un menor nimero de patrones, permita un andlisis mas valioso de los datos estudiados.

La combinacion de los tres aspectos descritos anteriormente define el problema de investigacion que se
propone explorar en esta investigacién doctoral. La principal contribucién que se espera al final de la inves-
tigacion es un algoritmo capaz de identificar patrones frecuentes e interesantes en un solo grafo utilizando
correspondencia inexacta, que permita diferencias estructurales de vértices y aristas. En el camino para ob-
tener este algoritmo se esperan contribuciones adicionales, como una medida de similitud entre grafos que
pueda ser evaluada eficientemente y una definicién de patrén interesante, posiblemente en el entorno de una
aplicacion particular. Al respecto de dicha aplicacién, cabe mencionar que nos interesa utilizar el algoritmo
propuesto en el contexto del andlisis de grafos dindmicos. Los grafos dindmicos son, grosso modo, grafos
que varian con el tiempo, es decir, algunos vértices y/o aristas pueden aparecer o desaparecer a lo largo del
tiempo; sobre este tipo de grafos y sobre la forma en que nuestro algoritmo podria utilizarse para su andlisis
se hablara brevemente en el siguiente capitulo.

Hasta el momento, siguiendo la metodologia que se describe mds adelante, nuestro esfuerzo se ha con-
centrado en definir un primer algoritmo de busqueda de patrones frecuentes en un solo grafo utilizando
correspondencia inexacta. Como parte de los resultados preliminares de esta investigacion, se han propuesto
una funcién de similitud, sensible al tamafio de los grafos que se comparan, basada en una variante de la
distancia de edicion y una estrategia para identificar patrones que pueden tener diferencias estructurales,
tanto en vértices como en aristas, con sus ocurrencias. La medida de similitud y la estrategia propuestas,
se han utilizado para construir el algoritmo AGraP, que, llevando a cabo una buisqueda en profundidad, es
capaz de identificar patrones que no es posible encontrar con otros algoritmos del estado del arte.

El resto de esta propuesta estd organizado como sigue: en el capitulo 2 se describe el contexto del pro-
blema, mencionando los principales trabajos relacionados; en el capitulo 3, se establecen los objetivos de
la investigacién y se presenta la metodologia y el cronograma de trabajo propuestos para llevarla a cabo.
Posteriormente, en el capitulo 4, se describen los resultados preliminares obtenidos hasta el momento, lo
que incluye una descripcidn del algoritmo AGraP, y se muestran resultados experimentales que respaldan la
eficacia del algoritmo propuesto. Finalmente, en la seccion 5 se presentan nuestras conclusiones.



2. Antecedentes

Como se menciond anteriormente, el problema central que se plantea en esta investigacion doctoral es la
busqueda de patrones frecuentes e interesantes en un solo grafo utilizando correspondencia inexacta.

En este capitulo se presentan las ideas necesarias para entender el contexto del problema y se sefialan
los principales trabajos relacionados con la investigacion que proponemos llevar a cabo. En las primeras
tres secciones se describen, respectivamente, la tres caracteristicas que definen la bisqueda de patrones
frecuentes en la que se centra nuestro interés: en un sélo grafo, utilizando correspondencia inexacta y con
interés en obtener patrones interesantes. En la cuarta seccidén se mencionan los principales enfoques que
existen en la literatura para establecer la similitud entre grafos. Finalmente, en la quinta seccién se describe
la biisqueda de patrones en grafos dindmicos, que representa un contexto en el que se planea experimentar
durante el desarrollo de nuestro trabajo.

2.1. Busqueda de patrones en un solo grafo

Los distintos algoritmos que existen para encontrar patrones frecuentes en grafos pueden clasificarse de
acuerdo a diferentes criterios, por ejemplo, la estrategia de busqueda (en amplitud o en profundidad), la
completitud del conjunto de patrones encontrados (todos o parte de ellos), la estrategia de generacién de
candidatos (extender o combinar patrones encontrados) y el tipo de datos que se estan analizando (si es una
coleccién de grafos o un solo grafo). Esta dltima divisién define claramente dos escenarios distintos del
problema, con dificultades diferentes.

El problema de buscar patrones frecuentes consiste en encontrar, en los datos de entrada D, aquellos
subgrafos cuyo soporte sea mayor o igual que un umbral de minimo soporte establecido por el usuario.
Cuando lo que se tiene es una coleccion de grafos, D = {G1,Ga, ..., Gy}, el soporte de un subgrafo g
estd dado por s(g) = |Dy|/|D|, donde D, representa al conjunto de grafos de soporte de g definido como
D, = {Gilg C Gi,G; € D}, con g C G; indicando que g es un subgrafo de G;. Entre los algoritmos
mads conocidos para encontrar patrones en una coleccién de grafos se encuentran SUBDUE [Hol88], gSpan
[YHO2], Gaston [NK04], CloseGraph [YHO03], GraphSig [RS09], gRed [GAMPCOMTO0S8] y MoFa [BB02].
Una descripcion de estos algoritmos, sus diferencias, ventajas y desventajas puede encontrarse en [CYH10]
o [KRSAI11].

El escenario de buscar patrones en un solo grafo, por otro lado, ha sido mucho menos explorado. A
pesar de esto, es un problema que aparece con mucha frecuencia en aplicaciones [Moo0O1, AAG11, Les09,
LGR™"12], y se sabe que los algoritmos encontrados para este caso se pueden adaptar con relativa facilidad
al problema de una coleccidon de grafos; en ese caso la idea principal es resolver, para cada grafo en la
coleccion, el problema de identificar si un patrén dado tiene al menos una ocurrencia en ese (solo) grafo. Los
algoritmos para una coleccidn de grafos, por otro lado, no pueden ser directamente aplicados al problema
de buscar patrones en un solo grafo [KKO05].

La principal diferencia cuando se buscan patrones en un solo grafo, respecto a buscar patrones en una
coleccion de grafos, radica en la forma de contar la frecuencia de un patrén dado, pues en el escenario de
un solo grafo las ocurrencias de un patrén pueden traslaparse (tener uno o més vértices en comun) y, en ese
caso, es necesario establecer cuantas veces debe considerarse que ocurre un patrén; un conteo inadecuado
puede dificultar el recorrido del espacio de bisqueda. La falta de una estrategia para lidiar con ocurrencias
que se traslapan es una de las razones por las que los algoritmos disenados para una coleccion de grafos no
funcionan en el caso de un solo grafo.

Idealmente, la funcién establecida como soporte de un patrén en un solo grafo debe satisfacer la pro-
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Figura 2: En esta figura pueden observarse patrones que no satisfacen la propiedad de antimonotonicidad,
si se contaran ocurrencias traslapadas. El grafo G es subgrafo de G, pero tiene una menor frecuencia en

G.

piedad de antimonotonicidad: un subgrafo de tamafio k es frecuente solamente si todos sus subgrafos son
frecuentes. Esta propiedad es importante porque permite la poda del espacio de bisqueda del problema.
Los algoritmos que buscan subgrafos frecuentes empiezan considerando subgrafos de tamafio 1, es decir,
vértices, y hacen crecer gradualmente los subgrafos frecuentes encontrados. Para cada subgrafo se calcula
el soporte que tiene y si éste es menor al umbral establecido por el usuario, el subgrafo es eliminado; sélo
los subgrafos frecuentes se conservan para generar subgrafos de tamaiio mayor. De esta manera se poda el
espacio de busqueda, dado que al eliminar subgrafos infrecuentes no es posible que un supergrafo tenga
soporte mayor Yy, por lo tanto, ningtin supergrafo sera frecuente.

Establecer la medida de soporte de un patrén dentro de un solo grafo no es una tarea trivial. Si al buscar
patrones se ignoran los posibles traslapes y simplemente se cuentan todas las ocurrencias de un patrén
(subgrafo), se pierde la propiedad de antimonotonicidad. Esto se ilustra en la Figura 2. Las estructuras G y
G6 son ambas subgrafos de GG; sin embargo, aunque G ocurre sélo una vez en G y estd contenido en G",
G tiene 6 ocurrencias en G.

En 2005 Kuramochi y Karypis [KKO05] proponen los algoritmos Hsigram y Vsigram para encontrar pa-
trones frecuentes en un solo grafo. Los algoritmos propuestos difieren sélo en la estrategia que se sigue para
recorrer el espacio de biisqueda; uno utiliza biisqueda en amplitud y el otro en profundidad. Ambos algorit-
mos utilizan un etiquetado de vértices que permite ordenarlos y, de este modo, evitar repetir comparaciones;
de este modo se gana eficiencia. Para establecer la frecuencia de un patrdn, los algoritmos construyen un
grafo de traslapes en ocurrencias del patrdén, en el que cada vértice representa una ocurrencia y se conectan
los vértices mediante una arista si las ocurrencias representadas se traslapan; la Figura 3 muestra un ejemplo.
Los autores definen el soporte de un patrén como el maximo conjunto independiente del grafo de traslape de
ocurrencias asociado al patrén. Recordemos que, en Teoria de Grafos, el maximo conjunto independiente de
un grafo es el conjunto més grande de vértices del grafo que cumple con la propiedad de que ningtn vértice
del conjunto es adyacente a otro; encontrar este conjunto es un problema NP-dificil.

Mas adelante, los mismos autores proponen un nuevo algoritmo, GREW [KKO04], que representa una
especializacién de Vsigram para el caso particular de un solo grafo, no dirigido, para el cual existe garantia
de que, entre otras propiedades, la cantidad de ocurrencias sin traslape para cada patrén es al menos tan
grande como el umbral de frecuencia establecido por el usuario. En este nuevo algoritmo se sacrifica la
completitud del conjunto de patrones frecuentes obtenidos, pero se reporta un incremento considerable en
cuanto a la eficiencia.

En 2007 Fiedler y Borgelt [FBO7] sugieren una definicién de suporte que permite ciertos traslapes, siem-
pre y cuando no sean daninos, es decir, siempre que no afecten la propiedad de antimonotonicidad. Pos-
teriormente, en 2008, Bringmann y Nijssen [BNOS] sugieren una medida de soporte que no requiere la
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Figura 3: Ejemplo de un grafo de traslapes de ocurrencias. Este tipo de grafo se usa en el trabajo de
Kuramochi y Karypis [KKOS5] para definir la frecuencia de un patron dado.
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Figura 4: Ejemplo de la idea que sigue el algoritmo SUBDUE: se trata de indentificar la subestructura que
mejor comprime al grafo original, se reemplaza dicha estructura por un solo vértice y se aplica recursiva-
mente el procedimiento al grafo resultante.

construccién del grafo de traslapes ni la identificacion del maximo conjunto independiente y que, por lo
tanto, resulta menos costosa computacionalmente; dado un grafo G y un grafo patrén P = (V, F) se define
su soporte basado en la minima imagen en G como

o(P,G) = 52%/2 [{e(v) : ¢ es el mapeo entre Py una de sus ocurrencias en G}| .

SUBDUE [HCD94] también permite encontrar patrones en un solo grafo, aunque su enfoque es distinto.
SUBDUE no busca propiamente los subgrafos frecuentes, sino aquellos que mas comprimen al grafo origi-
nal, siguiendo el principo de Minimum Description Length. Usando este principio, con un algoritmo greedy
y beam search, SUBDUE identifica las estructuras que permiten la mejor compresion del grafo original y
las reemplaza por vértices para, posteriormente, repetir el proceso; la Figura 4 muestra un ejemplo del pro-
cedimiento. SUBDUE no garantiza encontrar todas las estructuras frecuentes, ni, propiamente, se concentra
en encontrar éstas.

Todos los algoritmos mencionados hasta ahora identifican las ocurrencias de un patrén candidato re-
solviendo el problema de isomorfismo de grafos (o subgrafos), que consiste en determinar si un grafo es
isomorfo a otro, es decir, dados los grafos G; = (V1, E1) y Go = (Va, E»), se busca determinar si existe
una funcién biyectiva f : V4 — V5 tal que los vértices u y v en (1, son adyacentes si y s6lo si f(u) y
f(v) son adyacentes en (2. Este problema es claramente NP, pero no se ha establecido si se trata de un
problema NP-completo, aunque se cree que lo es [LP09]. Por lo tanto, resolverlo es impractico, pues todos
los algoritmos conocidos son exponenciales respecto al tamaifio de los grafos que se estén considerando.
Como consecuencia, se tienen al menos dos opciones: usar un algoritmo aproximado que quiza produzca



soluciones no Optimas, o aplicar el algoritmo sélo a un subconjunto de los datos. Los algoritmos mencio-
nados en esta seccién emplean la segunda opcién y cuentan con estrategias de preprocesamiento de datos,
entre otras, para resolver el problema de isomorfismo de grafos tan pocas veces como sea posible.

El algoritmo que proponemos desarrollar en esta investigacién doctoral difiere de los algoritmos men-
cionados anteriormente en que no usard isomorfismo de grafos para contar las ocurrencias de un patrén.
Las ventajas y desventajas de esta caracteristica se discuten brevemente en la siguiente seccién, pero, en
definitiva, puede decirse que utilizar correspondencia inexacta requiere de una estrategia diferente a la de
los algoritmos descritos. El tinico trabajo en la literatura que realiza bisqueda de patrones en un solo grafo
utilizando correspondencia inexacta, y que por lo tanto es el mds parecido a lo que proponemos, es gApprox
[CYZHOT7]; este algoritmo se describird en la siguiente seccidn.

2.2. Bisqueda de patrones con correspondencia inexacta

El problema de correspondencia entre grafos se refiere a, dados dos grafos, determinar si son suficiente-
mente parecidos para que uno sea considerado una ocurrencia del otro. En la correspondencia exacta, para
que dos grafos se consideren equivalentes se requiere que exista una correspondencia total entre sus vértices
y aristas (y etiquetas, en el caso de grafos etiquetados), en otras palabras, que exista un isomorfismo entre
ellos; por otro lado, cuando se permite que existan algunas diferencias entre los grafos, se tiene una corres-
pondencia inexacta. Puesto que muchos grafos se construyen a partir de datos de la vida real y estdn sujetos
a errores, la correspondencia inexacta entre grafos, a través de medidas de similitud y algoritmos que las
implementan, ha sido aplicada en diferentes problemas, como, por ejemplo, el procesamiento de imédgenes
[HCR99, CBBLn05] y la mineria de textos [AC05], entre otros.

El uso de correspondencia inexacta en la bisqueda de patrones en grafos ha sido poco explorado; entre
los trabajos reportados en la literatura podemos citar al algoritmo Monkey [ZYCO07], que permite detectar
arboles frecuentes aproximados en datos estructurados; el algoritmo MUSE [ZL.GZ09], que busca patrones
frecuentes aproximados en datos con incertidumbre; y el algoritmo SUBDUE [Hol88, HCD94], que ofrece
la posibilidad de introducir un umbral de similitud y una funcion de distorsion que asigne un costo especifico
a cada operacién de edicién entre grafos (cambio de etiqueta, insercién o eliminacién de un vértice o una
arista), de manera que dos grafos sean similares si el costo total de transformar un grafo en el otro esta por
debajo del umbral. Aunque en estos tres algoritmos hay busqueda de patrones aproximados, ninguno de ellos
se centra en el problema de nuestro interés; de hecho, sélo econtramos en la literatura dos algoritmos cuyo
objetivo principal es encontrar patrones frecuentes en grafos usando correspondencia inexacta: gApprox
[CYZHO7] (en un solo grafo) y APGM [JZH11] (en una coleccién de grafos).

El algoritmo gApprox fue propuesto en 2006 por Chen et al. como una herramienta para encontrar pa-
trones aproximados en grafos. Este algoritmo tiene como motivacién capturar patrones interesantes que
pasarian desapercibidos con correspondencia exacta y hacerlo en un solo grafo, lidiando con el problema
de establecer el soporte de un patrén. Para alcanzar el primer objetivo, capturar patrones aproximados, los
autores proponen permitir que dos grafos puedan ser considerados similares a pesar de diferencias en el
etiquetado y en la cantidad de aristas. En el caso de las diferencias entre etiquetas, se asume que el usuario
provee de una lista inicial que indica, para cada etiqueta, cudles etiquetas pueden reemplazarla. En gApprox
se debe tener un mapeo uno a uno entre los vértices de dos grafos similares, asi que no se permiten diferen-
cias a este respecto. La similitud entre dos grafos se mide en términos del total de etiquetas que difieren (en
todos los casos las diferencias de etiquetas deben ser reemplazos admisibles, de acuerdo con la lista provista
por el usuario) y la diferencia que existe entre las aristas de los grafos que se estdn comparando. Con esto,
la medida de similitud que se obtiene es una variante de la distancia de ediciéon [GXTL10], pues cuenta



las diferencias (de aristas y etiquetas) entre las dos estructuras consideradas. Dado un umbral de error, se
considera que dos grafos se corresponden si su similitud (la cantidad de diferencias entre ellos) es menor
que el umbral.

gApprox explora el espacio de bisqueda siguiendo un enfoque de crecimiento de patrones. Para el cdlcu-
lo del soporte sigue la estrategia de no contar ocurrencias con traslape, pero dado que esto es muy costoso
(como los autores argumentan), el soporte de cada patrén se establece mediante el cédlculo de una cota
superior para el maximo nimero de ocurrencias disjuntas que existen en el conjunto de ocurrencias identi-
ficadas. Dicha cota superior se calcula de una manera relativamente eficiente, especialmente si se compara
con la costosa operacion de identificar el madximo conjunto independiente de un grafo de traslapes, como
fue propuesto por Kuramochi y Karypis [KKO0S5]; sin embargo, representa una medida que, aunque conserva
la propiedad de antimonotonicidad (y, en consecuencia, permite la poda del espacio de biisqueda), podria
causar que se descarten patrones de interés. gApprox tiene el mérito de ser el primer algoritmo que aborda
el problema de bisqueda de patrones aproximados en un solo grafo.

En 2011, Jia, Zhang y Huan proponen APGM [JZH11], un método para realizar mineria de grafos con
datos afectados por ruido en aplicaciones del mundo real. Los autores se centran en el problema particular
de estructuras en proteinas, sefialando que los datos en este problema pueden tener ruido y distorsiones
provenientes de cambios en los aminoécidos de las proteinas o mediciones experimentales imperfectas, entre
otras fuentes, de manera que emplear correspondencia exacta implica imponer una restriccion poco realista
que puede pasar por alto patrones importantes. Para evitar esto, proponen usar una medida de similitud
entre grafos basada en una matriz de compatibilidad, M, cuadrada, real, cuyos indices corresponden a las
etiquetas de vértices presentes en la base de datos que se estd analizando y cada entrada M;; € [0, 1] indica
la probabilidad de que la etiqueta ¢ sea confundida por la etiqueta j. Dada una matriz de compatibilidad y
un umbral de similitud 7, se define un grafo G = (V, E') como aproximadamente isomorfo a un subgrafo
de G' = (V',E') si existe una funcién inyectiva f : V +— V'’ de manera que el producto, Sy, de la
similitud (normalizada) entre cada pareja de vértices (v,v’) sea mayor que 7; en cada caso la similitud entre
dos vértices se normaliza dividiéndola entre la similitud que se espera entre la etiqueta del vértice v y ella
misma (las entradas en la diagonal de la matriz de compatibilidad). Posteriormente, se define la similitud
S, entre dos grafos, como el maximo valor que puede tomar S, considerando todas las posibles funciones
f entre los grafos que se estin comparando. Los autores sefialan la posibilidad de tener una matriz de
compatibilidad para las aristas e incluir una etiqueta especial de “arista nula”, para, de esta forma, permitir
diferencias estructurales entre los grafos; sin embargo, no se profundiza en esta idea.

APGM estd disefiado para trabajar en una coleccion de grafos D, el soporte de un patrén dado, P, es
definido como:

supp = Y S(P,G)/|D|,
G'eDp

donde Dp representa el subconjunto de grafos en D que contienen un subgrafo aproximadamente isomorfo
a P, dado el umbral de similitud 7. Un patrén P es frecuente si su soporte es mayor o igual que un umbral
de frecuencia o dado por el usuario. Cabe destacar que, por tratarse de una coleccion de grafos y no un solo
grafo, los autores no tienen que lidiar con el problema del traslape de ocurrencias.

Finalmente, debe destacarse que, en APGM, las podas al espacio de biisqueda dependen por completo de
que: (1) la matriz de compatibilidad M sea estable, es decir, que cada elemento de la diagonal principal de
la matriz sea estrictamente mayor que el resto de las entradas de su fila; (2) que la medida de similitud entre
grafos establecida cumpla la propiedad de antimonotonicidad.

La principal diferencia entre el trabajo de estos autores y el que proponemos, es que nosotros queremos
realizar la bisqueda en un solo grafo y las diferencias estructurales que queremos considerar incluyen el



caso en el que dos grafos tienen diferente cantidad de vértices, lo cual requiere de una estrategia de busqueda
diferente.

Respecto al algoritmo gApprox podemos decir que, de entre todos los trabajos reportados hasta el momen-
to en la literatura, es el que guarda mayor similitud con el trabajo que proponemos. La diferencia fundamen-
tal con nuestro trabajo radica en que no queremos limitar la similitud entre grafos al caso en el que ambos
tienen la misma cantidad de vértices; esto introduce més flexibilidad pero también complica la bisqueda y
manejo de ocurrencias de un patrén. Otro punto en el que se difiere de gApprox es la medida de soporte que
utiliza, ya que pensamos que la cota superior empleada por gApprox es demasiado amplia y esto origina que
se desechen patrones que podrian ser interesantes; para resolver esto se requiere de una medida de soporte
que pueda ser calculada eficientemente. Finalmente, cabe mencionar que nos interesan funciones de simi-
litud que posiblemente no cumplen con la propiedad de antimonotonicidad y esto introduce otra fuente de
complejidad al problema de buscar patrones frecuentes en un solo grafo.

2.3. Bisqueda de patrones representativos

La complejidad inherente a los datos representados mediante grafos causa la explosion combinatoria del
problema de bisqueda de patrones en grafos; como consecuencia, el interés actual en los algoritmos de
biisqueda de patrones en grafos no es tanto obtener el conjunto completo de grafos frecuentes, sino centrar
la atencién en los grafos que, ademds de frecuentes, son significativos; esto puede llevar a reducir el costo
computacional del andlisis de los patrones obtenidos e incrementar la aplicabilidad de los mismos.

Una primera idea para obtener patrones frecuentes y significativos, consiste en encontrar el conjunto de
patrones frecuentes, P, y, posteriormente, analizar P para seleccionar cudles son los patrones interesantes.
Aunque lo interesante de un patrén depende en gran medida del contexto en el que se estd trabajando y
del interés del usuario, los trabajos reportados en la literatura coinciden en que, mientras al buscar patrones
frecuentes se toma en cuenta el soporte individual de cada patrén, al buscar un subconjunto de patrones
interesantes es necesario tomar en cuenta la informacién que los patrones, como grupo, proporcionan. Se
pueden mencionar al menos tres enfoques presentes en la literatura para, dado P, seleccionar un subconjun-
to de patrones interesantes: (1) elegir un subconjunto que permita la reconstruccién del conjunto completo
[CGO2, BLO6], (2) agrupar patrones en P (clustering) y luego seleccionar un representate de cada grupo,
obteniendo as{ un resumen de la informacién en el conjunto completo [PDZHO02], y (3) seleccionar un sub-
conjunto de patrones que sean informativos. En esta dltima categoria existe diversidad al definir qué es un
patrén informativo, pero, en general, se busca minimizar la redundancia en la informacién que brindan los
patrones del subconjunto seleccionado; un ejemplo en esta categoria es el trabajo de Bringmann y Zimmer-
mann [BZ09], que propusieron evaluar cada patron con base en la particion que induce en la base de datos
analizada. Una desventaja evidente en todos estos trabajos consiste en que primero debe encontrarse el con-
junto P de todos los patrones frecuentes, lo que puede ser muy costoso y, al final, una buena parte de estos
patrones terminan por ser deshechados. Debe sefialarse que los algoritmos mencionados estdn pensados para
encontrar patrones en general, no especificamente en grafos.

En el caso de grafos, encontrar el conjunto completo de patrones frecuentes y después seleccionar unos
cuantos, puede ser tan costoso que resulte poco ttil. Quizd por eso ORIGAMI [AHCS™07], el dnico tra-
bajo (hasta donde sabemos) que aborda el tema de seleccionar patrones informativos en grafos, sigue un
enfoque aleatorio. En 2007, Hasan et al. propusieron el algoritmo ORIGAMI para, dada una coleccién de
grafos D, encontrar un conjunto a-ortogonal, 3-representativo de grafos frecuentes maximales, M, en D.
Intuitivamente, dos patrones son c-ortogonales si su similitud estd por debajo de un umbral « y un patrén
es [-representativo de otro si la similitud entre ambos es al menos 5. La ortogonalidad entre patrones de
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un conjunto R permite disminuir la redundancia en la informacidén que proveen, mientras que la represen-
tatividad asegura que cualquier patrén que no esté en el conjunto tiene un representante, muy similar, en
R. De esta forma, un conjunto c-ortogonal S-representativo se vuelve una especie de resumen del conjunto
completo de subgrafos frecuentes.

ORIGAMLI, en una primera etapa genera, mediante caminatas aleatorias, una muestra M de subgrafos
frecuentes maximales en D. La atencion se centra en subgrafos frecuentes maximales porque hay un menor
nimero de subgrafos frecuentes maximales que de subgrafos frecuentes; sin embargo, puesto que puede ser
muy costoso encontrar el conjunto completo de grafos maximales, se utiliza un enfoque aleatorio. En una
segunda etapa, se construye un conjunto a-ortognal que sea S-representativo de M.

Lo mas interesante de ORIGAMI es la idea de un conjunto que minimiza la redundancia al mismo tiempo
que retiene informacidn sobre el conjunto de grafos que representa.

2.4. Medidas de similitud entre grafos

Durante las ultimas décadas se ha realizado mucho trabajo en el estudio de medidas de distancia, o
similitud, entre grafos, en diferentes dominios de aplicacién. De acuerdo con Xiao et al. [XDWT08] estas
medidas pueden agruparse en tres categorias:

» Medidas de distancia basadas en costo, o distancias de edicion [GXTL10]. La similitud entre grafos
queda definida como el minimo costo requerido para transformar un grafo en otro; cada operacién
para transformar un grafo (insercidn, eliminacién o sustitucién de vértices o aristas) tiene asignado
un costo, dado por el usuario, que posiblemente incorpora informacién especifica del contexto del
problema. Aunque, dados dos grafos G; y (G2, pueden existir distintas secuencias de operaciones que
transformen GG en (G, la distancia de edicién se define como el minimo costo asociado a la transfor-
macion, y éste es nico; encontrarlo, sin embargo, no es una tarea sencilla y el método que se sigue
para calcularlo depende del tipo de grafos que se esté considerando. Establecer la similitud entre los
vértices y aristas correspondientes es un problema que no esta resuelto; en el caso de grafos etique-
tados, los distintos métodos para calcular la distancia de edicién utilizan las etiquetas de vértices y/o
aristas [NB0O4, NBO5, NB06]. En el caso de grafos sin etiquetas, generalmente los grafos se transfor-
man en cadenas de texto (strings), utilizando informacién sobre los vértices, aristas y su conectividad,
y la distancia de edicién entre dos grafos se calcula a partir de la distancia de edicion existente entre
las cadenas de texto correspondientes [RKH03, RKH04, YH06].

» Medidas de distancia basadas en estructura [BS98, HP04]. El grado de similitud entre dos grafos se
mide por una o varias subestructuras que tengan en comun. Un ejemplo de este tipo de medidas es
la métrica basada en el maximo subgrafo comun [BS98]; si g es un subgrafo comtn entre G y Go,
se dice que es maximo si no existe ningun otro subgrafo comiin a G; y G2 que tenga mds vértices
que g. Si msc(G1, G) denota al maximo subgrafo comiin entre G1 y G2, Bunke y Shearer definen la
distancia entre dos grafos como

Vmsc(G’l ,G2) ’

MG C2) = Ve IVeaD

y demuestran que esta medida satisface las propiedades de una métrica. Encontrar el maximo subgrafo
comin entre dos grafos puede ser muy costoso computacionalmente, pero se ha demostrado [Bun97]
que el céalculo del maximo subgrafo comun entre dos grafos es equivalente al calculo de la distancia
de edicion entre los grafos, utilizando cierta funcién de costo; esto permite que algoritmos para el
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célculo de la distancia de edicién puedan adaptarse para el calculo de la distancia basada en el maximo
subgrafo comun.

» Medidas de distancia basadas en caracteristicas [DESO7]. Cada grafo se asocia a un vector de ca-
racteristicas; la similitud entre grafos queda definida por la distancia entre sus respectivos vectores
asociados. La construccién de los vectores depende de las caracteristicas estructurales de interés para
el problema particular que se esté tratando.

Un enfoque distinto a los anteriores para calcular la similitud entre grafos es el uso de kernels para grafos.
Una funcién kernel es una funcidon simétrica que mapea parejas de patrones a nimeros reales [NBO7]. En
principio, un kernel K corresponde al producto interno en algutn feature space que, en general, es diferente
del espacio de representacion de las instancias. La idea de construir kernels para grafos fue propuesta por
Kondor y Lafferty [KLO02] y extendida por Smola y Kondor [SKO03] y por Gértner [Gar02]. Desde entonces se
han propuesto numerosas funciones que permiten la comparacién de grafos en problemas especificos; segin
sefialan Bunke y Riesen en [BR11], estas funciones pueden agruparse en tres familias principales: kernels
de difusion [KL02], kernels basados en caminatas aleatorias [GFW03, VBKSO08] y kernels de convolucién
[RG03, SVP109]. Desafortunadamente, los kernels pueden ser muy costosos de evaluar, lo que los hace
una opcién poco conveniente cuando se tienen que realizar numerosas comparaciones entre grafos. Una
descripcidn detallada de los kernels para grafos, sus propiedades, caracteristicas y usos, se puede encontrar
en [Gdr08] o [NBO7].

2.5. Patrones en grafos dinamicos

Como se menciond anteriormente, un drea de investigacion en la que el algoritmo que deseamos desarro-
llar puede ser utilizado es la concerniente a los grafos dindmicos. Este tipo de grafos ha atraido la atencidn
de la comunidad cientifica en la Gltima década; segin sefialan Desikan et al. [DS04] “los cambios en los
datos en una dimensién temporal revelan un nuevo tipo de informacién” e incorporar una dimensién tem-
poral a problemas tipicamente modelados a través de grafos resulta de interés en dreas como el andlisis de
la Web y otras redes de informacién [FMNWO03, KNRTO05], el estudio de la trayectoria de transmisién de
enfermedades en simulaciones epidemioldgicas [KM96, EGKT04], el estudio de la propagacion de influen-
cia e informacién en redes sociales [KKTO03, TWHOS5] y el estudio de grafos de correlaciones de precios de
mercado [KKLKO02], entre otras.

Un grafo dindmico modela cambios que ocurren a través del tiempo en un grafo dado G; conceptualmente
se puede representar como una sucesion de grafos G1,Ga,...,Gr de manera que Gy = (V4, E;), con
1 <t < T, corresponde a una captura (snapshot) del grafo G en el tiempo t. Uno de los principales
retos al intentar determinar patrones en un grafo dindmico consiste en incorporar la dimensién temporal al
andlisis que se estd realizando; una técnica comtinmente utilizada por los métodos de mineria de patrones
en grafos dindmicos consiste en identificar los patrones en cada representacion del grafo en un tiempo
especifico determinado, i.e., identificar los patrones en cada grafo (G, y, posteriormente, determinar de
alguna manera el cambio existente entre los patrones que pertenecen a dos grafos consecutivos para, asi,
describir la evolucién ocurrida [YHCOS, IW08, Rob(09]. Desafortunadamente, establecer la correspondencia
entre los patrones de G; y G¢11 no es una tarea trivial y, ademas, usando esta estrategia es dificil identificar
patrones temporales que no suceden en tiempos consecutivos.

Una alternativa presentada por Borgwardt et al. [BKWO06] en 2006 consiste en representar toda la infor-
macién del grafo dindmico en un sélo grafo. El trabajo supone que los vértices permanecen constantes a lo
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largo de toda la evolucién del grafo y representa el cambio en las relaciones entre vértices, i.e., el comporta-
miento de las aristas, mediante etiquetas de Os y 1s que sefialan la presencia (o ausencia) de una arista en un
tiempo dado. Esta forma de representacion elimina la necesidad de establecer la relacion entre los patrones
de grafos consecutivos, pero deja abierto el problema de identificar patrones en un solo grafo con etique-
tas y elementos que pueden variar. Consideramos que, por las caracteristicas de este tipo de grafos, aplicar
nuestro algoritmo seria de gran utilidad, por lo tanto, los grafos dindmicos proveen un contexto interesante
en el cual experimentar durante el desarrollo de nuestra investigacion.

3. Propuesta

3.1.

Preguntas de investigacion

En este trabajo se pretende contestar las siguientes preguntas de investigacion:

3.2

(Qué funcién de similitud puede emplearse para comparar subgrafos de manera que se permitan
diferencias estructurales en vértices y aristas en grafos considerados similares?

(De qué manera puede calcularse el soporte de un patrén en un sélo grafo tomando en cuenta las
caracteristicas del grafo y el uso de correspondencia inexacta?

De qué manera puede recorrerse el espacio de busqueda para identificar patrones en un grafo utili-
zando correspondencia inexacta?

(Cémo puede obtenerse un conjunto interesante de grafos frecuentes, de manera que se tenga un
conjunto representativo y, a la vez, se disminuya la redundancia en los patrones reportados?

Objetivo general

El objetivo general de esta investigacion doctoral es el siguiente:

3.3.

Desarrollar un algoritmo de buisqueda de patrones frecuentes e interesantes en un solo grafo,
usando correspondencia inexacta, permitiendo variaciones estructurales en vértices y aristas.

Objetivos especificos

. Definir una medida de similitud entre grafos que admita diferencias estructurales tanto en vértices

como en aristas y tome en cuenta el tamafo de los grafos que se comparan.

Proponer una estrategia que, usando la medida de similitud definida anteriormente, permita la bisque-
da de patrones con correspondencia inexacta.

. Definir una medida de soporte para determinar la frecuencia de un patrén dado dentro de un grafo,

considerando correspondencia inexacta entre grafos.

. Integrar e implementar un algoritmo para encontrar subgrafos frecuentes en un solo grafo, utilizando

las estrategias y medidas establecidas anteriormente.

. Disefiar e implementar una estrategia para obtener grafos que, ademas de frecuentes, resulten intere-

santes.
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6. Evaluar la calidad de los patrones encontrados en el contexto de una aplicacion y tareas de mineria de
datos como clasificacidn supervisada o extraccion de reglas.

3.4. Contribuciones esperadas

Las principales contribuciones esperadas al término de esta investigacion doctoral son las siguientes:

= Una medida de similitud entre grafos que admita diferencias estructurales tanto en vértices como en
aristas y que pueda ser evaluada eficientemente.

Una estrategia que permita recorrer el espacio de bisqueda tomando en cuenta el incremento de ocu-
rrencias para cada patrén que puede originar el uso de correspondencia inexacta y la posible pérdida
de la antimonotonicidad.

Una medida de soporte de patrones en un solo grafo.

Una estrategia para obtener un subconjunto de grafos frecuentes interesantes.

Un algoritmo que integre las contribuciones anteriores y permita la bisqueda de patrones frecuentes
e interesantes en un solo grafo usando correspondencia inexacta.

3.5. Metodologia

La metodologia para poder alcanzar los objetivos propuestos en este trabajo es la siguiente:

1. Definir una medida de similitud entre grafos que admita diferencias estructurales tanto en vértices
como en aristas y tome en cuenta el tamafio de los grafos que se comparan.

a) Evaluar las medidas existentes en la literatura y decidir cudles de ellas tienen las caracteristicas
que buscamos: permitir comparar dos subgrafos de manera eficiente, ser suficientemente flexible
para considerar similares dos grafos que guardan diferencias estructurales entre vértices y aristas,
y permitir diferencias entre grafos de manera proporcional al tamafio de los grafos que se estan
comparando.

b) Proponer una medida de similitud, tal vez ponderando alguna medida encontrada en el paso
anterior con el tamaiio de los grafos. Si ninguna medida reportada en la literatura permite lo que
buscamos, se propondra una nueva.

2. Proponer una estrategia que, usando la medida de similitud definida anteriormente, permita la bisque-
da de patrones con correspondencia inexacta.

a) Establecer la forma en que puede recorrerse el espacio de biisqueda tomando en cuenta el aumen-
to de ocurrencias, de cada patrén, que utilizar correspondencia inexacta trae como consecuencia.

b) Determinar como pueden manejarse las ocurrencias de un patrén de manera que, siguiendo un
enfoque de crecimiento de patrones, se pueda identificar las ocurrencias de un nuevo patrén,
considerando que pueden existir diferencias estructurales tanto en vértices como en aristas.
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c)

Desarrollar, con la estrategia propuesta, un algoritmo de buisqueda de patrones con correspon-
dencia inexacta, para asi poder evaluar la correcta identificacion, en grafos construidos para este
propdsito, de patrones que sélo pueden ser hallados mediante el uso de correspondencia inexac-
ta. En este algoritmo “intermedio” se planea usar una estrategia de crecimiento de patrones en
profundidad y alguna de las medidas de soporte (o cotas para ellas) propuestas en la literatura
[KKO0S5, FBO7, CYZHO07, BNOS].

3. Definir una medida de soporte para determinar la frecuencia de un patrén dentro de un grafo, consi-
derando correspondencia inexacta entre grafos.

a)

b)

Analizar las medidas de soporte existentes para decidir si alguna es adecuada para las condicio-
nes que se proponen y si, ademads, puede calcularse eficientemente. Si las medidas reportadas en
la literatura no satisfacen estos requisitos, se deberd definir una nueva de la siguiente manera:
1) Analizar inicialmente si deberia evitarse cualquier tipo de traslape al momento de contar las
ocurrencias de un patron.
2) Establecer una medida de soporte compatible con la respuesta anterior y con el uso de
correspondencia inexacta.

Analizar la posibilidad de, con el fin de incrementar la eficiencia en su célculo, utilizar una
aproximacion a la medida propuesta.

4. Integrar e implementar un algoritmo para encontrar subgrafos frecuentes en un solo grafo, que utilice
las estrategias y medidas establecidas anteriormente.

a)

b)

Integrar la estrategia de identificacién de patrones con correspondencia inexacta propuesta en el
paso 1 y la medida de soporte definida en el paso 2, para desarrollar un algoritmo de biisqueda
de patrones con diferencias estructurales, tanto en vértices como en aristas, en un solo grafo.

Analizar si es posible mejorar la eficiencia del algoritmo combinando propiedades de las medi-
das establecidas para calcular la similitud entre grafos y el soporte de un patrén, como se hace
en el algoritmo APGM [JZH11] para estimar el soporte de un grafo.

Comparar la cantidad y calidad de patrones encontrados mediante el algoritmo desarrollado,
contra los que se obtienen utilizando gApprox [CYZHO07], que, hasta el momento, es el tnico
algoritmo reportado en la literatura que realiza bisqueda de patrones frecuentes aproximados en
un solo grafo. La calidad de los patrones se medird en una tarea de mineria de datos, posible-
mente clasificacion supervisada.

5. Disefiar e implementar una estrategia para obtener grafos que, ademas de frecuentes, resulten intere-
santes.

a)

b)

Una posibilidad es iniciar situando el problema en el contexto de una aplicacién particular.
En este caso serfa necesario analizar el contexto de la aplicacion seleccionada para determinar
qué informacién es de mayor interés. Las aplicaciones que se han considerado para esto son
grafos dindmicos [DS04, YHCOS, IW08, Rob09], redes de sistemas sociales y organizacionales
[Car09, PC11], redes con signo [KLB09, LHK10, KSL™10] y redes de comunicacién [KS05,
EPLO09].

Tomando en cuenta el andlisis anterior y algunas propiedades descritas en la literatura para
reconocer patrones “interesantes” [PJZ05, Rob09], adaptar la medida de similitud definida en el
paso 1, para comparar grafos midiendo la redundancia en la informacién que contienen.
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c) Disefiar una estrategia que permita obtener un subconjunto de patrones frecuentes, de manera
que la redundancia entre los patrones elegidos sea minima y, al mismo tiempo, representen la
informacién importante del conjunto de patrones frecuentes. Esta estrategia podria integrarse
al algoritmo del punto anterior con el objetivo de producir directamente s6lo los patrones in-
teresantes, o bien, llevarse a cabo en un paso de post-procesamiento, i.e., calculando todos los
patrones y, posteriormente, seleccionando sélo los interesantes.

6. Evaluar la calidad de los patrones encontrados en el contexto de una aplicacion y tareas de mineria de
datos como clasificacidn supervisada, extraccion de reglas o agrupamiento.

a) Determinar las bases de datos que se usaran para la tarea. En el caso de los grafos dindmicos,
algunas bases utilizadas cominmente en la literatura son la base de datos de emails ENRON
[KYO04] y la de bibliografia en Ciencias Computacioneles DBLP [oT, Ley02].

b) Construir grafos a partir de la aplicacion y base de datos seleccionadas. Si esta aplicacion es la de
grafos dindmicos, los grafos contendran informacién temporal siguiendo la forma de represen-
tacion de grafos dindmicos propuesta por Borgwardt et al. [BKWO06], en la cual la informacién
se condensa en un solo grafo etiquetado; de esta manera serd posible el uso de nuestro algoritmo
sin necesidad de modificaciones significativas.

c) Evaluar la calidad de los patrones obtenidos, comparando su utilidad para discriminar entre cla-
ses de grafos, contra la utilidad de patrones frecuentes aproximados generados por gApprox
[CYZHO7]. También se considera la posibilidad de comparar contra algoritmos disefiados espe-
cificamente para encontrar patrones en el contexto de la aplicacién que se haya seleccionado; por
ejemplo, en el caso de grafos dindmicos podria usarse el algoritmo Dynamic GREW [BKWO06],
que encuentra patrones en grafos dindmicos usando correspondencia exacta (isomorfismo).

3.6. Plan de trabajo

El cronograma de actividades propuesto se muestra a continuacién. Las columnas corresponden a perio-
dos de cuatro meses.
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Revision estado del arte
Definicion problema
Preparacién propuesta
Defensa propuesta

Establecer funcion de similitud y estrategia de bisqueda

Algoritmo con correspondencia inexacta
Establecer medida de soporte

Obtencién de patrones interesantes
Aplicacién del algoritmo en grafos dindmicos

Articulo sobre algoritmo con correspondencia inexacta

Articulo sobre patrones interesantes en un solo grafo

Articulo sobre aplicacién en grafos dindmicos

Escritura de la tesis

Revisién de tesis por el Comité y correcciones

Defensa de la tesis

4. Resultados preliminares

Como se sefial6 en el capitulo anterior, el primer objetivo especifico de esta investigacién consiste en
proponer una medida de similitud entre grafos y una estrategia que, usando la medida definida, permita la
blisqueda de patrones con correspondencia inexacta, admitiendo diferencias estructurales tanto en vértices
como en aristas. En este capitulo se describe el trabajo que se ha llevado a cabo hasta el momento para
alcanzar el objetivo establecido.

En la primera seccién se presenta una medida de comparacién que permite establecer la similitud entre
grafos usando una variante de la distancia de edicién y tomando en cuenta el tamafio de los grafos que se
estdn comparando. Posteriormente, en la segunda seccién, se describen las estrategias propuestas para iden-
tificar ocurrencias de un patrén que difieren estructuralmente del mismo. En la tercera seccion se introduce
un algoritmo para bisqueda de patrones frecuentes en un solo grafo con correspondencia inexacta, que usa
la medida de similitud propuesta en la seccién 4.1, e implementa la estrategia descrita en la seccién 4.2.
Finalmente, se muestran algunos experimentos llevados a cabo, con resultados que indican la efectividad
del algoritmo propuesto.

4.1. Medida de similitud entre grafos

Una de las diferencias mas importantes entre el algoritmo que se busca desarrollar en esta investigacion y
los algoritmos del estado del arte, es que nuestro objetivo es encontrar ocurrencias de un patrén que pueden
diferir, no sélo en las etiquetas de sus vértices o aristas, sino en la estructura misma, es decir, que pueden
tener mas (0 menos) aristas o vértices que el patrén con el que se estdn comparando. En este escenario de
correspondencia inexacta, se requiere de una funcién de comparacion entre grafos para determinar si cada
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posible ocurrencia de un patrén es suficientemente parecida al patron (con una disimilitud por debajo de un
umbral A, dado por el usuario) para ser considerada como una ocurrencia del mismo.

La funcién de comparacion que utilizamos estd basada en la distancia de edicion existente entre los grafos
comparados. Dados dos grafos g1 = (V4,E1,L1) y go = (Va, E2, Lo) y una relacién binaria biunivoca
m C Vi x Vs, inicialmente definimos una medida de comparacién entre g; y go al estilo de la usada por
gApprox [CYZH07] como

f1(g91, 92) = K1Vedit + K2€edit (1)

donde k1 y ko son los costos de edicidn asociados a vértices y aristas, respectivamente, y satisfacen la
relacién k1 + ko = 1, mientras que las expresiones veqi; Y €eqit S€ definen como

Vedit = Z dy(v, m(v)) + |RV1| + ‘RVzl 2
’UE‘/I\f{V1
con
Ry, = {v1 € Vi|P va € Va tal que m(vy) = va}
Ry, = {vy € Vo|B vy € V4 tal que m(vy) = v}
dy(v1,v2) = costo de sustituir L;(v1) por La(v2)
y
cean = »_  de((u,0), (m(u),m(v))) +|Rp,| + | Rp, |
(u,U)EEl\REl
con

Rg, = {(u,v) € By, v € V4 tales que m(u) = ', m(v) =0

y (u',v') € By}
Rg, = {(t/,v") € Es|f u,v € V; tales que m(u) = ', m(v) = v
y (1,0) € By}
de((u,v), (u',v")) = costo de sustituir L1 ((u,v)) por La((u',v"))

/

Es importante notar que, mientras gApprox requiere que m sea una funcion biyectiva, en nuestro caso se
trata simplemente de una relacion binaria biunivoca, asi que pueden existir tanto vértices en V; que no estén
relacionados con algin vértice en V5, como vértices en V5 que no sean la imagen de algun vértice en V7;
ésta es la razon por la que se incluye en v.g;; las expresiones | Ry, | y | Ry, |, que representan el costo de estas
diferencias. Esto permite considerar diferencias estructurales en los vértices. Del mismo modo, en e.q;; se
incluye |Rg, | y |RE,| que representan, respectivamente, el costo de las aristas de £ que no estdn mapeadas
en Fs y el de las aristas de F'5 que no son imagen de ninguna arista en Fj.

Respecto a la funcién f;, hay dos aspectos que vale la pena destacar. El primero es que contar las dife-
rencias de vértices y aristas por separado permite, en caso de que la aplicacién asi lo requiera, ponderar de
manera diferente las diferencias entre vértices y las diferencias entre aristas. Hemos definido, ademds, que
K1 + k2 = 1, de manera que f; puede verse como una combinacion lineal convexa de vegd;t Y €edit-

Desafortunadamente, aunque la funcién f; permite comparar dos grafos y evaluar diferencias estructura-
les tanto en vértices como en aristas, la similitud que establece entre dos grafos no depende del tamafio de
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Figura 5: Aunque entre g1 y g2 existe la misma distancia de edicion que entre g3 y g4 (en ambos casos la
diferencia es solo un vértice y una arista), la diferencia deberia ser mds importante al comparar g1 y ga,
por el tamario de los grafos. Esta observacion motiva a buscar una medida de comparacién que sea relativa
al tamario de los grafos comparados.

los mismos y, por lo tanto, una diferencia de un vértice se valorard igual si los grafos comparados tienen 2
vértices que si tienen 5000; esto puede ser inadecuado en aplicaciones donde pequenas diferencias en grafos
grandes sean menos importantes que diferencias similares en grafos pequefios. Por ejemplo, en la Fig. 5 tanto
los grafos g1 y g2 como los grafos g3 y g4 difieren en un solo vértice y, por lo tanto, f1(g1,92) = f1(93, 94),
sin embargo, g3 y g4 pueden considerarse mas parecidos que g; y g2, pues concuerdan en 5 vértices, mientras
que g1 y g2 concuerdan sélo en 1.

Para resolver este problema, siguiendo las ideas de [BS98] dividiremos las diferencias obtenidas entre
el tamafio de los grafos comparados. Asi, para comparar al patrén en turno, P = (Vp, Ep), con una de
sus posibles ocurrencias, g = (V, E,), y establecer si esta ultima es suficientemente similar a P para ser
tomada en cuenta a la hora de calcular el soporte del patrén, utilizamos la medida dada por

R1Vedit R2€edit
RO = w1 T el 1B, @
Si se sigue una estrategia de crecimiento de patrones, inicialmente P consta de un solo vértice y se puede
identificar sus ocurrencias (vértices con la misma etiqueta o una equivalente) comparando la etiqueta de P
contra las etiquetas del resto de los vértices en el grafo; la medida f> se utilizara para patrones en donde
|Vp| > 2y |Ep| > 1, por lo tanto, los denominadores en la expresion anterior nunca seran cero.

Cada sumando en la expresion (3) representa la distancia de edicién existente entre P y g, considerando
s6lo vértices o solo aristas, normalizada por la cantidad total de vértices o aristas, existentes en ambos grafos;
esto permite que el impacto de un valor de veq;¢ 0 e.4;: dado, dependa del tamafio y orden del patrén y la
ocurrencia que se estdn considerando. A diferencia de una distancia de edicién, en donde sdlo se toma en
cuenta la cantidad de transformaciones necesarias para llegar de un grafo a otro, queremos que el tamafio
del patrén sea relevante para determinar cudntas diferencias se permite entre un grafo y otro: una diferencia
de un vértice entre Py g, por ejemplo, deberia ser mds importante si P tiene 2 vértices que si tiene 5000.
De esta manera, para los grafos que se muestran en la Fig. 5, tenemos, suponiendo que cada operacion de
edicion tiene un costo de % le, k1 =Ky = % que

f1(91,92) = fi1(g3,94) = 1,

pero
f2(g1, 92) = 0.666 y f2(g3,94) = .078.
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Figura 6: Se desea encontrar patrones con diferencias estructurales en vértices, de manera que Py y Py sean
frecuentes en G para un umbral de frecuencia igual a 2.

Una ventaja que podemos sefialar de f> respecto a f; es que, mientras esta ultima no estd acotada, fo
toma valores entre 0 y 1, por lo que podria ser mas facil determinar un umbral para f2, como un porcentaje
de parecido entre los grafos que se estan comparando, que para f1, en donde debe especificarse la maxima
diferencia permitida sin saber el tamafio de los patrones que se estdn buscando.

Desafortunadamente, al utilizar f5 se pierde la propiedad de antimonotonicidad, y esto debe tomarse en
cuenta al recorrer el espacio de busqueda.

Cabe sefialar que estas medidas de similitud, f; y f2, han sido propuestas de forma preliminar y probable-
mente se modificardn a lo largo de la investigacion, pero, de momento, nos permiten concentrar la atencién
en la forma en que se identificardn ocurrencias de un patrén utilizando correspondencia inexacta y satisfacen
los requerimientos que se tienen, i.e., permitir diferencias estructurales de vértices y aristas, asi como, en el
caso de fo, ser sensible al tamafio de los grafos que se comparan.

Finalmente, se debe también mencionar que f;1 y fo pueden calcularse durante el proceso de bisqueda de
patrones siguiendo una estrategia de crecimiento de patrones, sin aumentar la complejidad del algoritmo.

4.2. Identificacion de patrones con diferencias estructurales

El principal objetivo que se establecié fue el de encontrar patrones con correspondencia inexacta que
pudieran tener diferente cantidad de vértices que sus ocurrencias. Considérese, por ejemplo, el grafo G que
se muestra en la Fig. 6a. Utilizando correspondencia exacta y un umbral de frecuencia o = 2, sélo seria
posible identificar como patrones frecuentes a los vértices A y C' por separado. Si, en cambio, se permiten
diferencias en la estructura de los grafos, seria posible identificar, por ejemplo, al patrén P; (Fig. 6b) con
los subgrafos inducidos por los conjuntos de vértices en G {0,2} y {1,3,4} como sus ocurrencias y al
patrén P, (Fig. 6¢) con las mismas ocurrencias. A continuacion se describe la forma en que identificamos
ocurrencias de patrones con diferencias estructurales, utilizando la funcién f para comparar subgrafos.

4.2.1. Ocurrencias en donde sobran vértices

En este caso quisiéramos que al buscar el patrén P; que se muestra en la Fig. 6b en el grafo G (Fig. 6a),
los vértices {1, 3,4} fueran identificados como una ocurrencia del patrén, mapeando al vértice O conel 1y
al 2 con el 4, aunque el vértice 3 “sobre”. Esto se puede lograr si al formar un nuevo patrén P’ = P U {v}
y buscar expandir una ocurrencia g, del patrén P a un vértice u que se corresponda con v (i.e., que tenga
la misma etiqueta o una etiqueta que, dependiendo del problema, pueda sustituir a la etiqueta de v), se
reemplaza el requerimiento de que exista una arista entre g y el vértice u por el requerimiento de que exista
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un camino entre g y el vértice u, como se hace en GraMi [JZH11] pero considerando correspondencia
inexacta (algo que GraMi no hace). En el ejemplo que se menciona, aunque no existe una arista entre los
vértices 1 y 4 del grafo (5, existe un camino y, por lo tanto, puede considerarse una ocurrencia del patrén
Py

Una pregunta que surge al seguir este planteamiento es de qué longitud puede ser el camino permitido
entre dos vértices. Puesto que la medida de similitud que estamos utilizando ( f2) depende del tamafio de los
grafos considerados, la longitud del camino permitido también deberia depender del tamafio del patrén que
se esté considerando. Por ello, al momento de expandir cada ocurrencia de P, estimamos la longitud méxima
£ que puede tener un camino para evitar sobrepasar el umbral de similitud A proporcionado por el usuario.
Para estimar esta longitud consideremos un patrén P y una ocurrencia g con una distancia de edicién entre
ellos representada por vegit Y €eqit- Si €l patron P se extiende para formar P* = P U {v} y la ocurrencia g
se extiende a un vértice (supongamos un vértice que coincide de manera exacta con v) conectado a g por un
camino de longitud ¢ (con £ — 1 vértices intermedios), formando la ocurrencia ¢’, se tendria que

K1Vedit + K1 (f - 1) K2€edit + Kol + K2€new

B = el D)+ (V0 TTE# + cnew) + (Bl + 07

donde k1 y ko representan los costos de insercion de vértices y aristas, respectivamente, y €,¢,, €S la cantidad
de aristas que conectan al patrén P con el nuevo vértice v. Al considerar un camino de longitud /, el costo
de edicién relativo a los vértices se modifica porque, para que la ocurrencia ¢’ coincida con el patrén P,
deben eliminarse £ — 1 vértices (numerador del primer sumando), mientras que en el caso de las aristas se
debe afiadir el costo de eliminar las ¢ aristas que constituyen el camino y el de agregar ey, aristas para
conectar el nuevo vértice con g (numerador del segundo sumando).

Para que ¢’ sea considerada una ocurrencia de P’ se requiere que fo(P’,¢') < A; a partir de esta de-
sigualdad es posible estimar el tamafilo maximo ¢ de un camino para que la similitud entre el patrén y la
ocurrencia esté por debajo del umbral establecido. Resolver directamente la desigualdad lleva a la reso-
lucién de una ecuacién cuadratica en £ con coeficientes que involucran muchos términos. Por ello, puede
resultar mds sencillo estimar la longitud maxima de ¢ usando un esquema iterativo de biseccion, sobre el
intervalo [0, | E¢|]. Encontrando el mdximo valor ¢ que permite que f2(P’, ¢') esté por debajo del umbral
de similitud A, puede implementarse la idea descrita al inicio de esta seccién y encontrar ocurrencias de un
patrén dado en las que existen vértices “de mas”.

4.2.2. Ocurrencias en donde faltan vértices

Dado el patrén P> que se muestra en la Fig. 6¢, quisiéramos que los vértices {0, 2} representaran una de
sus ocurrencias en (5, a pesar de que entre los vértices 0 y 2 “falta” un vértice con etiqueta B. Para conseguir
esto, al momento de construir el conjunto de ocurrencias de un patrén P’ = P U {v}, resultado de extender
el patrén P con el vértice v, a partir del conjunto de ocurrencias P, conservamos aquellas ocurrencias que no
pudieron crecer y mantenemos registro de que hay un vértice faltante en esa ocurrencia, ademads de actualizar
apropiadamente la distancia de edicion entre la ocurrencia que no pudo crecer y el patron P’, esto tltimo si
el calculo de las similitudes estd integrado al proceso de bisqueda de patrones.

Como ya se explico, la motivacion para mantener estas ocurrencias que no pueden crecer en un cierto
punto del algoritmo es que quizd, mds adelante, tengan coincidencias con un supergrafo de P’, de tal manera
que, a pesar de los vértices faltantes, la similitud, de acuerdo a f5, entre las ocurrencias extendidas y el nuevo
patrén sea suficiente para que pueda decirse que ambos grafos se corresponden (de manera inexacta).
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También cabe sefialar que, aunque se conservan las ocurrencias de P que no pudieron expandirse, al
calcular el soporte de P’ s6lo se toman en cuenta aquellas ocurrencias con disimilitud menor al umbral A
establecido por el usuario.

4.2.3. Diferencias estructurales en aristas

Para permitir diferencias estructurales en aristas, dado el patrén P’ = P U {v}, al momento de expandir
una ocurrencia, g de P buscamos un vértice que se corresponda con v y que esté conectado a g, no importa
que las aristas que lo conectan con g no correspondan a las que conectan al vértice v con P. Por supuesto,
es importante contar las diferencias existentes e incluir esa informacion en la distancia de edicién que se
registra entre la ocurrencia y el patron considerado (si este calculo estd integrado a la bisqueda).

4.3. Algoritmo propuesto

El algoritmo que se propone como resultado preliminar para buscar patrones frecuentes en un sélo grafo
con correspondencia inexacta que permite diferencias estructurales en vértices y aristas, llamado AGraP
(Approximate Graph Patterns), difiere de otros algoritmos en el estado del arte en la forma de identificar y
contar ocurrencias de un patrén dado, para lo cual sigue la estrategia propuesta en la seccién 4.2, usando
la funcidon de comparacién de grafos fs, introducida en la seccién 4.1. En AGraP, al igual que en otros
algoritmos como gApprox [CYZHO07], la exploracién del espacio de buisqueda se lleva a cabo mediante una
bisqueda en profundidad, se utiliza un enfoque de crecimiento de patrones para generar candidatos a patrén
y el soporte de un patrén se basa en el madximo nimero de ocurrencias disjuntas (no traslapadas) del patrén.

El Algoritmo 1, que utiliza las funciones Explorar, Recorrer, Expandir y ExpandirOccurrencias,
constituye el pseudocddigo de AGraP. El algoritmo inicialmente selecciona un nodo v en G y emplea la
funcion Explorar para encontrar todos los grafos conectados en G que incluyen a v. Posteriormente el
vértice se marca como “explorado” y no se toma en cuenta en la generacién de patrones posteriores. La
funcién Explorar, junto con las funciones Recorrer y Expandir, genera patrones que se pueden construir
a partir del vértice v. Primero, la funcién Recorrer identifica los vértices conectados a v (o, en llamadas
posteriores, a un patrén dado P) que no han sido explorados y crea el conjunto Vezp.nq. La funcion Expandir
hace crecer al patrén P (inicialmente P = {v}) a cada vértice en Verpana y €xplora, mediante 1lamadas
recursivas a Recorrer, quien a su vez llama a Expandir, los nuevos patrones.

Las diferencias entre etiquetas de los vértices son permitidas mediante el manejo de un diccionario D
(linea 4 en la funcién Explorar y lineas 5 y 15 en la funcién ExpandirOccurrencias), con las etiquetas de
los vértices como llaves, que indica qué sustituciones son permitidas.

En la funcién ExpandirOccurrencias se identifican las ocurrencias de un patrén dado, y es ahi donde
se permiten las diferencias estructurales entre grafos. Como se mencioné antes, nuestro algoritmo sigue un
enfoque de crecimiento de patrones, en el cual expandimos un patrén dado P a un nuevo patrén P’ = PU{v}
agregando un vértice v. Cada vez que el patron P crece, las ocurrencias de P se analizan para intentar
expandirlas, afiadiendo un nuevo vértice u que se corresponda con v (en caso de que exista). De esta manera,
el conjunto M}, de ocurrencias de P’ se construye a partir del conjunto Mp de ocurrencias de P.

En ExpandirOccurrencias, es decir, al momento de construir el conjunto M}, se implementan las ideas
descritas en las secciones 4.2.1 (lineas 11-17), 4.2.2 (lineas 3-10) y 4.2.3 (al momento de calcular la distancia
de edicién), conservando en el conjunto M, las ocurrencias que no pudieron crecer, asi como las ocurrencias
en donde el vértice afiadido se conect6 al subgrafo por un camino (en lugar de una arista).

Al momento de expandir cada ocurrencia en M p, mantenemos un registro de la distancia de edicidon que
existe entre la ocurrencia expandida y el patron P’. Las diferencias entre los grafos comparados se cuentan

22



Algoritmo 1: Algoritmo AGraP

Entrada: G: grafo que se esta analizando,

o: umbral de frecuencia,

A: umbral de similitud,

D: diccionario de equivalencia entre etiquetas (opcional)
Salida: P: conjunto de patrones frecuentes en G.

for v € G do
L explorado(v) < Falso;
P« 0
for v € G do
explorado(v) < Verdadero;
P, + Explorar(G, 0, A, D, v);
P+ PUP,;

Funcion Explorar(G, o, A, D, v)

Entrada: G: grafo que se estd analizando,
o: umbral de frecuencia,
A: umbral de similitud,
D: diccionario de equivalencia entre etiquetas (opcional),
v: vértice en V; a partir del cual se generardn patrones
Salida: P,: conjunto de patrones con inicio en el vértice v

1 for u € G do

2 L marcado(u) < Falso;

3 P, 0

4 M, < Lista de vértices con la misma etiqueta que v 0 con una etiqueta equivalente de acuerdo al
diccionario D;

5 (), < Lista de costos de edicion entre cada vértice en M, y el vértice-patrén v;

6 if |[M,| > o then

| Py« P,U{v}
8 Precorrer < Recorrer(G, {v}, M,,Cy,0,A, D) ;
9 Pv ePUUP)Recorrer
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Funcion Recorrer(G, P, Mp,Cp, o, A, D)

[SSI

A A

Entrada: G: grafo que se estd analizando,

P: candidato a patrén,

Mp: lista de ocurrencias de P,

C'p: lista con costos de edicion entre P y sus ocurrencias,
o: umbral de frecuencia,

A: umbral de similitud,

D: diccionario de equivalencia entre etiquetas (opcional)

Salida: Pg,,: conjunto de patrones que se pueden obtener haciendo crecer P.

Vewpand < Vértices conectados a PP que no han sido explorados ni marcados;
for v € Veyzpang do
L marcado(u) < Verdadero;

PE.Z’p — Expandir(G, P, Mp, Cp, Vvea:pandy o, A, D),
for u € Vzpang do
L marcado(u) < Falso;

Funcién Expandir(G, P, Mp, Cp, Vegpand, 0, A, D)

N N N R W N -

®

10
11

12

Entrada: G: grafo que se esta analizando,

P: candidato a patrén,

Mp: lista de ocurrencias de P,

Cp: lista con costos de edicion entre P y sus ocurrencias,
Verpand: lista de vértices sin explorar conectados a P,

o: umbral de frecuencia,

A: umbral de similitud,

D: diccionario de equivalencia entre etiquetas (opcional)

Salida: Pp: conjunto de patrones obtenidos expandiendo P.

Pp, Py, Py < ;
for vesp € Verpana do

P' < P U{Vezp};
M}, C'p < ExpandirOcurrencias(G, P, Mp, Cp, Vezp, A, D);
supp: < soporte del patrén P’;
if suppr >0 then
| Pp+ PpUP
if |[M}| > o then
‘/e/:vpand — ‘/expand\{ve;rp};
Py < Expandir(G, P', M}, Chp, e’xpand, o,A,D);

Py < Recorrer(G, P/, M}, Clp,0,A, D);
Pp + PpU Py U Py;
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Funcion ExpandirOcurrencias(G, P, Mp, Cp,newVertex, A, D)

o

N QA B AW

=)

10

11

12
13

14
15
16
17

Entrada: G: grafo que se estd analizando,
P: candidato a patrdn,
Mp: lista de ocurrencias de P,
C'p: lista con costos de edicion entre P y sus ocurrencias,
newVertex: vértice conectado a P A: umbral de similitud,
D: diccionario de equivalencia entre etiquetas (opcional)
Salida: M lista de ocurrencias de P’ = P U {newVertex},
"> lista con el costo de edicién asociado a cada ocurrencia en M}, (con respecto al
nuevo patrén P’)
Mp, Clp + 0;
for ocurrencia O en Mp do
/* Analizando vértices correspondientes con newVertexr y
conectados, por una o varias aristas, a la ocurrencia O
v_Vecinos < Lista de vértices en V\O conectados a O;
for vertexV € v_Vecinos do
if label(vertexV') = label(newVertex) OR label(vertexV) € DnewV ertex| then
Agregar O U {vertexV'} ala lista M ;
Calcular el costo de edicién entre la nueva ocurrenciay P’, y agregarlo a Clp;

else
Agregar O ala lista M}, y marcar la ausencia de un nuevo vértice con el simbolo *-’;
Calcular el costo de edicion entre O 'y P’y agregarlo a C';

/* Analizando vértices conectados a O por caminos
¢ +Estimacién de la maxima longitud que puede tener un camino entre la ocurrencia O y un
nuevo vértice, sin que se sobrepase el umbral de disimilitud A;
fori=2:/7do
vertCamino +Vértices en Vg \ (O U v_Vecinos) conectados a O por un camino de
longitud 7;
for vertexC € vertCamino do
if label(vertexC) = label(newV ertex) OR label(vertexC) € D[newVertex| then
Agregar O U {vertexC'} ala lista Mp;
Calcular el costo de edicion entre la nueva ocurrencia y P’, y agregarlo a C’;

*/

*/
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por separado para los vértices y las aristas, de manera que, después de ser expandida, cada ocurrencia tiene
asociados dos ndmeros, veq;; Y €edit, que cuantifican sus diferencias, en vértices y aristas (respectivamente),
respecto al patrén P’. En este proceso simplemente se cuentan los pasos de edicién, sin tomar en cuenta el
umbral de disimilitud A.

Finalmente, para establecer el soporte de cada patrén se selecciona, de la lista de ocurrencias M}, y
utilizando los costos de edicién asociados a cada una de ellas, al conjunto de ocurrencias cuya disimilitud
con el patrén P’ estd por debajo del umbral A. Con esta sublista de ocurrencias se calcula el soporte del
patrén usando la definicién dada por Bringmann y Nijssen [BNO8], que se basa en la minima imagen de un
grafo y se describi6 en la seccién 2.1.

4.4. Experimentos

Se realizaron dos tipos de experimentos. En el primer experimento se utilizaron grafos pequefios cons-
truidos con el propdsito de examinar el tipo de patrones encontrados y mostrar los alcances y limitaciones
que en este momento tiene el algoritmo propuesto. En el segundo experimento se utilizaron grafos un poco
mas grandes para observar como varia la cantidad de patrones obtenidos por nuestro algoritmo para dife-
rentes valores del umbral de frecuencia. En ambos experimentos, se compararon los patrones obtenidos con
nuestro algoritmo con los patrones encontrados por gApprox [CYZHO7], que es el algoritmo mas cercano
a nuestro trabajo y el Unico que hemos encontrado para buscar patrones frecuentes en un solo grafo con
correspondencia inexacta.

Los experimentos se llevaron a cabo en una computadora con procesador Intel Core i7 (3.4 Ghz) con
16GB en RAM, corriendo bajo el sistema operativo GNU Linux con distribucién Ubuntu 11.10 de 64 bits.
La implementacioén de nuestro algoritmo y de gApprox se realizé en Python, utilizando la biblioteca de
funciones NetworkX.

4.4.1. Experimento 1

En este experimento utilizamos grafos pequefios para comparar, uno por uno, los patrones frecuentes
obtenidos con AGraP contra los obtenidos con gApprox. Los grafos usados en este experimento se muestran
en la Fig. 7.

El grafo GG; (Fig. 7a) se us6 en la seccidn 4.2 para ejemplificar el tipo de patrones de nuestro interés. En
la Tabla 1 pueden observarse los patrones frecuentes encontrados con AGraP y con gApprox usando o = 2
y A = 4, sin tener equivalencia entre etiquetas. La primera columna muestra los patrones encontrados; en
la segunda, se enlistan las ocurrencias dentro de (G; de cada patrén, junto con los costos de edicion, para
vértices y aristas, respecto al patrén. En la lista de los vértices que componen cada ocurrencia se sefiala
a cada vértice faltante con el simbolo ’ —', mientras que un signo negativo precediendo al identificador
de un vértice indica que éste “sobra”. Para observar el tipo de ocurrencias que AGraP encuentra, en la
segunda columna se muestran todas las ocurrencias que se identificaron de un patrén, sin tomar en cuenta
si su similitud con el patrén estd por debajo del umbral A (al calcular el soporte sélo se toman en cuenta
las ocurrencias que son suficientemente similares al patrén). Finalmente, en la tercer y cuarta columnas se
muestra el soporte de cada patrén en G1; las letras N.E. (No Encontrado) se usan para mostrar los casos en
que gApprox no encontré un determinado patrén. Es importante mencionar que, para los grafos G; y Go,
utilizamos las mismas funciones que gApprox para establecer la similitud entre grafos (la suma del costo
de edicion en vértices y aristas, expresion (4.1)) y el soporte de cada patrén (de ahi que el valor de A no
estéentre Oy 1).
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Figura 7: Grafos que se analizaron para comparar los patrones encontrados por gApprox [CYZHO7] contra
los patrones encontrados por el algoritmo propuesto.
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Cuadro 1: Patrones frecuentes encontrados al analizar el grafo G que se muestra en la Fig. 7, usando
o =2y A = 4. En la segunda columna, el simbolo ' —' indica la ausencia de un vértice, mientras que un
signo negativo precede a un vértice que “sobra”. La expresion N.E. en la tercera columna indica que el
algoritmo correspondiente no encontro el patron que se muestra en la primera columna de esa fila.

Patron Ocurrencias encontradas Soporte

{Vértices} | (Vedit, €cdit) gApprox AGraP
{0} / (0,0)
2 2
{1} / (0,0
{2} / (0,0
{4 / (0,0
0,2 /

Solo AGraP:
{07 _}
{1,-0,2}
{1,-3,4}
{la _}
{1,3}
Solo AGraP:
{17 _}
{0,-1,3}
{07 _}
{1,3,4}
Solo AGraP:
{1,3,-0,2}
{17 37 _}
{17 Rl _}
{0,-1,3,2}
{07 R 2}

1/N.E. 2

® |@'®

S~ T~ T~ T~ T

1/N.E. 2

@&

S~ T~ T~

1/N.E. 2

@

S~ T T T T
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Como puede observarse en la Tabla 1, al analizar G; con los pardmetros especificados, gApprox en-
contrd dos patrones y AGraP encontré cinco: los dos que encontrd gApprox y tres patrones adicionales. En
este primer ejemplo se muestra que AGraP es capaz de encontrar los mismos patrones que gApprox, mas
algunos otros que pasan desapercibidos cuando no se permiten diferencias estructurales en los vértices.

Al analizar el grafo Go (Fig. 7) con 0 = 2, A = 4 y aceptando la etiqueta ‘F’ como reemplazo de la
etiqueta ‘A’, se obtuvieron 23 patrones con gApprox y 63 con AGraP (los 23 que encontré gApprox y 40
adicionales). En la Tabla 2 se muestran dos de los patrones frecuentes que se encuentran con AGraP pero
no con gApprox. En el primer caso se trata de un patrén que pasa desapercibido al utilizar gApprox, ya que,
sin permitir diferencias estructurales en los vértices, aparece s6lo una vez en Go. En el segundo caso se trata
de un patrén que gApprox tampoco encuentra porque no puede detectar suficientes ocurrencias del mismo
para que su soporte esté por encima del umbral de frecuencia. Con este ejemplo podemos ver que permitir
diferencias estructurales en los vértices, durante la biisqueda de patrones frecuentes, hace posible encontrar
patrones que de otra manera pasarian desapercibidos.

Es muy importante subrayar que, en todos los resultados que se analizaron en este grupo de experimentos,
pudo constatarse que AGraP encuentra todos los patrones frecuentes que encuentra gApprox, mds otros
patrones adicionales.

Examinar los patrones frecuentes encontrados con AGraP al analizar los grafos G3 y G4 (Fig. 7), usando
la funcién de similitud f propuesta en la seccion 4.1, permite observar una de las limitaciones de nuestro
algoritmo.

Al buscar patrones frecuentes en GG usando o = 2, A = 0.5 y ninguna equivalencia entre etiquetas,
el algoritmo no devuelve el patrén P, que se muestra en la Tabla 3, aunque esperariamos que {0, 1,2} y
{3,—4,—5,6,7} se consideraran ocurrencias del patron (la segunda con vértices, 4 y 5, que sobran) y que,
por lo tanto, el patrén fuera frecuente.

(Por qué AGraP no identifica al patrén P» como frecuente? Con la medida de similitud usada (f2),
debido a la cota £ que se impone al numero de vértices que pueden sobrar (ver seccion 4.2.1) el patréon Py
no puede tener ocurrencias en dénde sobren vértices y, por lo tanto, los vértices {3,4, 5,6} no forman una
ocurrencia del patrén. Al extender el patrén P al patrén P (ver Tabla 3), la similitud entre P» y el subgrafo
formado por {3, 4, 5,6, 7} se encuentra por debajo de A, pero, puesto que el conjunto de ocurrencias de P,
se forma extendiendo las ocurrencias de Py, no es posible encontrar esta ocurrencia de P» y el patrén no se
identifica como frecuente. Es importante notar que sucederia lo mismo aun cuando los vértices 2 'y 7 de G'3
representaran subgrafos idénticos de cualquier tamaio.

En contraste, el patrén Ps (Tabla 3) si puede identificarse en G4 (el valor de ¢ al formar el patrén Ps es
2, y, por lo tanto, los vértices {4, 5,6, 7,8} si representan una ocurrencia del patrén) y, en consecuencia,
también es posible encontrar al patrén Py, que se forma extendiendo Ps.

Con esto se muestra que hay patrones que, a pesar de satisfacer los valores de o y A especificados,
podrian no ser encontrados con nuestro algoritmo, debido a la cota que se impone al nimero de vértices que
pueden sobrar y que, por el momento, se usa para reducir el costo de la bisqueda.

En resumen, con base en los resultados obtenidos en este primer experimento, puede afirmarse que AGraP
encuentra patrones que tienen diferencias estructurales, tanto en vértices como en aristas, con sus ocurren-
cias, aunque es posible que no encuentre fodos los patrones que satisfacen los umbrales ¢ y A proporcio-
nados por el usuario. No obstante, se muestra (aunque falta demostrarlo tedricamente, lo cual se hard més
adelante) que AGraP es capaz de encontrar todos los patrones que gApprox encuentra, y, adicionalmente,
encontrar patrones que no se detectan usando gApprox.
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Cuadro 2: Algunos patrones frecuentes encontrados al analizar el grafo Go que se muestra en la Fig. 7,
usando 0 = 2, A = 4 y especificando que la etiqueta ' F' puede reemplazar a la etiqueta ' 7' . En la
segunda columna, el simbolo ' —' indica la ausencia de un vértice, mientras que un signo negativo precede
a un vértice que “sobra”. La expresion N.E. en la tercera columna indica que el algoritmo correspondiente
no encontré el patron que se muestra en la primera columna de esa fila.

Patron Ocurrencias encontradas Soporte

{Vértices} | (Vedit, €cdit) gApprox AGraP

{0,1,2} / (0,0)

{0,3,2} / (0,1)

Solo AGraP:

{O’ L, _}

{0,3,-1,6}

/@\ {4,3,-1,2}
{4,3,-1,6}

‘ @ {4,3,—}
{7,8,—1,10}

{7’ 8, _}

{7,3,-1,2}

{7,3,-1,6}

{7, 3, _}

{0,1,3}

{7,3,8}

{7,8,3}

i L S R S T S

1/N. E. 3

W

~—

T T T T T T T T
~ o~ Y~ o~~~ —~ —~ —~ —~
N DN NN DN = =

—_

—~

~ T~
—~
— = O
o O O
= = =

—~

Solo AGraP:

®
{0,3,1}
{0,3,—1,8}

{4,3,—-1,1}

{4,3,-1,8}

{47 3, _}
{7,3,—1,1}

1/N.E. 2

~— T T T T T T
~ o~~~ —~ —~
O e N
W = W W w o -
T — D D DT T —
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Cuadro 3: Algunos patrones frecuentes en los grafos G3 'y G4 que se muestran en la Fig. 7. AGraP se uso con
o =2, A =0.5ylafuncion de correspondencia inexacta fo. En la segunda columna, el simbolo ' —' indica
la ausencia de un vértice, mientras que un signo negativo precede a un vértice que “sobra”. La expresion
N.E. en la tercera columna indica que el algoritmo correspondiente no encontré el patron que se muestra
en la primera columna de esa fila.

Patron Ocurrencias encontradas Soporte
{Vértices} | (Vedit, €cdit) AGraP
{0,1} / (0,0)
EnGy  p, O=0 0,y / (1,1) I/N.E
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Gy /@y
{0,1,-} / (1,1)
p, 00— {0,-.-} / 22 I/NE
{3,—-1 / (22
{0,1,2} / (0,0)
{0,1,-} / (1,1)
{0,—-} / (22
i p @O~ {(4,5,-0,-1,2} / (2,4) 2
{4,5,—6,-7,8} / (2,4)
W@y
{0,1,2,3} / (0,0)
{0,1,2, -} / (1,1)
{0,1,—,-2,3} / (2,4)
Py {0,1,—,—-} / (2,2) 5
OSOR0O=0) 0.---} / (3
{4,5,-0,-1,2,3} / (2,4)
{4,5,-6,-7,8,9} / (2,4)
{4,5,— -} / (2,2)
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Cuadro 4: Caracteristicas de los grafos usados en el experimento 2. La cuarta columna sefiala la cantidad
de etiquetas en vértices. La quinta columna indica los pardmetros que se usaron en el generador de grafos
de Kuramochi y Karypis [KKOI ] para obtener el grafo correspondiente.

Grafo Vértices Aristas Etiquetas Pardmetros en generador

G1oo 100 346 20 -D1 -E1 -i87 -L1730 -T340 -V20
G150 150 716 30 -D1 -E1 -1188 -L3750 -T750-V30
Gi7s 175 1303 35 -D1 -E1 -i335 -L6700 -T1340 -V35
Gaoo 200 1455 40 -D1 -E1 -i375 -L7500 -T1500 -Vv40

Cuadro 5: Cantidad de patrones encontrados con AGraP y gApprox en el experimento 2, usando A = 4y
distintos valores de o.

G1oo G150 Gi7s G200
o AGraP gApprox AGraP gApprox AGraP gApprox  AGraP gApprox
3 9,329 1,835 8,275 893 121,758 15,205 121,869 10,358
4 1,650 300 1,190 208 16,228 1,783 11,354 949
5 425 129 325 123 2,700 314 1,523 182
6 152 66 113 87 499 114 328 116
7 81 54 45 45 137 67 83 68

4.4.2. Experimento 2

En el segundo experimento se utilizaron grafos mds grandes y se analizé la cantidad de patrones encon-
trados por AGraP para diferentes valores del umbral de frecuencia o. En todos los casos se compar6 la
cantidad de patrones encontrados contra la cantidad de patrones que encuentra gApprox; para esto se usaron
en AGraP las funciones de similitud y de soporte que gApprox utiliza.

Para este experimento se generaron datos usando el generador de grafos desarrollado por Kuramochi et al.
[KKO1], también empleado por Chen et al. en los experimentos que reportan sobre gApprox en [CYZHO07].
La Tabla 4 muestra las caracteristicas de los grafos usados. En la dltima columna se muestra el valor de los
parametros involucrados en la generacién de los grafos; de acuerdo con la documentacién del generador de
grafos, dichos pardmetros son: cantidad de transacciones (D), cantidad de etiquetas en aristas (E), tamafio
promedio de un grafo frecuente (i), cantidad de grafos frecuentes (L), tamafio promedio de cada grafo (T) y
cantidad de etiquetas en vértices (V).

La Tabla 5 muestra la cantidad de patrones encontrados en este experimento para cada grafo y valor de o;
la Fig. 8 muestra la proporcion de patrones encontrados por AGraP respecto a los patrones encontrados por
gApprox. La proporcién es en todos los casos mayor o igual a 1, lo cual era de esperarse dado que AGraP
encuentra los patrones que gApprox encuentra, mas algunos otros adicionales. Puede observarse que, en
general, un umbral més pequefio se traduce en un incremento de la proporcién de patrones adicionales que
AGraP encuentra, llegando a encontrar (para el grafo (Gogg con 0 = 4) hasta doce veces la cantidad de los
patrones que gApprox encuentra. Esto nos lleva a concluir que AGraP, al permitir diferencias estructurales
tanto en vértices como en aristas, identifica una cantidad considerable de patrones que de otra forma pasarian
desapercibidos; de esta manera el algoritmo propuesto cumple el propdsito con el que fue disefiado.
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Figura 8: Proporcion de patrones encontrados por AGraP, relativa a la cantidad de patrones encontrados
por gApprox, usando A = 4 y diferentes valores de o.

La Fig. 9 muestra el tiempo de ejecucién que requirié cada algoritmo en este experimento. Cabe men-
cionar que, puesto que en este experimento se utliza la medida de similitud f;, que es antimonoténica, fue
posible podar el espacio de bisqueda y tener un desempefio aceptable del algoritmo propuesto. Sin embar-
go, tomando en cuenta que queremos usar la medida de similitud f,, consideramos que el siguiente paso
importante en el desarrollo del algoritmo es encontrar una forma de lidiar con la falta de antimonotonicidad
de f2, de manera que el tiempo de ejecucion requerido no sea un obsticulo para analizar grafos del tamafio
considerado en este experimento.

5. Conclusiones

La busqueda de patrones en un grafo usando correspondencia inexacta, de manera que los patrones pue-
dan tener diferencias estructurales en vértices y aristas, respecto a los subgrafos que son considerados sus
ocurrencias, es un problema que plantea dificultades no triviales. Se debe lidiar con aspectos que van desde
la definicién de una funcién de similitud hasta la pérdida de la propiedad de antimonotonicidad, que sirve
para podar el espacio de bisqueda; ademds, al tratarse de patrones en un solo grafo es necesario establecer
una forma de evaluar el soporte de cada patrén que tome en cuenta los posibles traslapes entre ocurrencias.

En esta propuesta de investigacion se plantea el desarrollo de un algoritmo para la bisqueda de patrones
frecuentes interesantes en un solo grafo utilizando correspondencia inexacta. No sélo se desea encontrar
patrones frecuentes, sino obtener un subconjunto de los mismos que sea interesante y que, por ser mas
pequeiio que el conjunto de grafos frecuentes, resulte mas facil de analizar y mds til en ciertas aplicaciones.
En particular, se plantea la posibilidad de usar el algoritmo propuesto en el contexto de grafos dinamicos.
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Figura 9: Tiempo requerido por AGraP y gApprox para encontrar los patrones frecuentes en los grafos del
experimento 2, usando A = 4 y diferentes valores de o. El tiempo se muestra en segundos y en escala
logaritmica.

Como parte de los resultados preliminares se propuso un algoritmo que permite encontrar patrones fre-
cuentes en un solo grafo, que permite diferencias estructurales en vértices y aristas e identifica patrones que
pasan desapercibidos para otros algoritmos del estado del arte. Para definir este algoritmo se propuso una
funcién de comparacién entre grafos que estd basada en costos de edicién y que toma en cuenta el tamafio
de los grafos que se se estdn comparando. También se propusieron estrategias para identificar ocurrencias
con diferencias estructurales en vértices, de manera que éstos puedan “faltar” o “sobrar”, respecto al patrén
que se considera.

Aunque el desempefio del algoritmo propuesto es aceptable cuando se usa una funcién de correspondencia
inexacta antimonoténica (como fi), para funciones que no sean antimonoténicas (como f2) la poda usada
no puede ser aplicada, lo cual afecta negativamente su desempefio a medida que se incrementa el tamafio
de los grafos analizados. Este problema y propuestas para su solucidn se explorardn mas adelante, en el
transcurso de la investigacion. El siguiente paso en nuestra investigacion consistird en definir una medida de
soporte para, tomando en cuenta el uso de correspondencia inexacta, determinar la frecuencia de un patrén
dentro de un grafo.

Con base en los resultados reportados en la literatura y el andlisis realizado en este trabajo, podemos
decir que el problema planteado es importante. Ademads, a pesar de que nuestro algoritmo se encuentra en
construccion, los resultados preliminares muestran que la solucién al problema propuesto es alcanzable, en
el tiempo planteado, siguiendo la metodologia descrita.
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